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RESUMEN

El método del Residuo Minimo Generalizado (GMRES) es uno de los algoritmos
mas populares de entre los que utilizan subespacios de Krylov para la resolucion
de sistemas lineales de ecuaciones Ax = b cuyas matrices son grandes, dispersas
(poco densas) y no-simétricas o no-hermitianas. Debido al costo computacional
de la construccién de una base ortogonal para un subespacio de Krylov, en la
practica se utiliza el método GMRES con reinicio (denotado por GMRES(m)).
Este construye en cada ciclo una base de tamano m para un subespacio de Kry-
lov, donde se prefiere un valor de m pequeno en comparacién con la dimension
de la matriz. Sin embargo, si el m apropiado no es elegido, la convergencia del
algoritmo GMRES(m) no esta garantizada y el método puede experimentar con-
vergencia lenta o estancamiento. Desafortunadamente, es dificil saber a priori qué
valor de m utilizar y varios investigadores han propuesto diferentes formas adap-
tativas para elegirlo. En esta tesis consideramos GMRES(m) como un problema
de control en el que el pardmetro de reinicio m es elegido de forma adaptativa
en cada ciclo j utilizando una regla inspirada en un controlador proporcional

derivativo de la forma:

o il 73]l = llrs—ll
751 2|7l

Mmjp1 = mj —

donde « y 3 son elegidos de forma experimental. La ventaja de este método
llamado PD-GMRES, es que solo se necesitan algunos vectores adicionales y el
controlador tiene la capacidad de cambiar (aumentar o disminuir) la dimensién
del subespacio de Krylov si detecta algiin problema de convergencia.
Realizamos comparaciones numéricas entre PD-GMRES y las propuestas de
Baker [BJK09] y Gongalez [GCO5| para la eleccién del valor de m. Los problemas
de prueba, elegidos del Repositorio de Matrices de la Universidad de Florida
[bTDfUoFfAR], fueron: (1) add20, (2) cddel, (3) circuit, (4) fpga_trans 01, (5)
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orsirr_1, (6) orsreg-1, (7) pde2961, (8) raefskyl, (9) raefsky2, (10) rdb2048, (11)
sherman4, (12) steam2, (13) wang2, (14) watt_1, (15) young3c. Para problemas
sin un lado derecho b, el mismo fue generado usando una distribuciéon uniforme
con valores entre el minimo y el maximo de los valores de A. Los experimentos
numéricos llevados a cabo en el conjunto de prueba muestran que PD-GMRES
tiene una mejor tasa de convergencia que GMRES(30) excepto en dos problemas
(problemas 7 y 10). Es importante remarcar que el algoritmo propuesto PD-
GMRES es facil de implementar y ha demostrado tener buena convergencia en

este conjunto de prueba.

Palabras clave: GMRES(m) adaptativo, controlador PD (proporcional deriva-

tivo), formulacion de control
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SUMMARY

The Generalized Minimal Residual (GMRES) method is one of the most popu-
lar algorithms, of the class of Krylov subspace mthods, for the solution of large,
sparse and unsymmetric linear systems of equations Ax = b. Due to the com-
putational cost of the construction of an orthogonal basis for a Krylov subspace,
the restarted GMRES method (denoted as GMRES(m)) is used in practice, since
it constructs a Krylov subspace of dimension m, with m small at each cycle.
However, if the appropriate m is not chosen, the convergence of the GMRES
algorithm is not guaranteed, and the method may experience stagnation or slow
convergence. Unfortunately, it is difficult to know how to choose m a priori and
several researchers have proposed different adaptive choices of the parameter m.
In this paper, we regard the GMRES(m) method as a control problem, in which
the parameter m is the controlled variable and propose a new control-inspired
strategy for choosing the parameter m adaptively at cycle j, using a discrete

proportional-derivative controller which has the form:

N 75l ﬁHTjH - |\7"j—2’|7
751l 2|7l

Mj1 =My —

where a and 3 are chosen experimentally. The advantage of this method, named
PD-GMRES, is that only a few additional vectors need to be stored and the
controller has the capacity to increase the dimension of the Krylov subspace if
any convergence problem is detected.

Numerical comparisons between the proposed PD-GMRES method and the
proposals of Baker [BJK09] and Gongalez [GCO05] for choosing m were carried out.
The test problems, chosen from the University of Florida’s Matrix Repository
[bTDfUoFfAR], were: (1) add20, (2) cddel, (3) circuit, (4) fpga_trans_01, (5)
orsirr_1, (6) orsreg-1, (7) pde2961, (8) raefskyl, (9) raefsky2, (10) rdb2048, (11)
shermand, (12) steam2, (13) wang2, (14) watt_1, (15) young3c. For problems
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with an unspecified right hand side, b was generated randomly using a uniform
distribution with values between the minimum and maximum values in A. The
numerical experiments carried out on this test set show that PD-GMRES has a
better rate of convergence than GMRES(30), Baker’s and Goncalez’ algorithms,
for all but two (problems 7 and 10) of the 15 test problems. It is important to
emphasize that the proposed PD-GMRES algorithm is easy to implement and

showed good convergence on this test set.

Keywords: Adaptive GMRES(m ), proportional derivative (PD) controller, con-

trol formulation
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Un sistema de ecuaciones lineales
Az =b (1.1)

donde A € F"** y F = C o F = R, puede ser resuelto utilizando métodos
directos o métodos iterativos. Los métodos directos calculan la soluciéon exacta
(suponiendo aritmética de precisién infinita). Un ejemplo de este tipo de métodos
es la eliminaciéon gaussiana o factorizacion LU. El problema con los métodos
directos clasicos es que no aprovechan la estructura de la matriz A y en general
su complejidad temporal es del orden de O(n?). Por otra parte, los métodos
iterativos calculan una soluciéon aproximada, aprovechan la estructura u otras
propiedades de la matriz A, y dadas ciertas condiciones consiguen calcular la
solucién con una complejidad de O(n?) [TB97].

Un método iterativo construye aproximaciones sucesivas a la solucién de .
En la iteracion k, la aproximaciéon es xp v el residuo r, = b — Axy. Sea x* la
solucién exacta de (1.1]). El algoritmo iterativo converge idealmente cuando 3k,
xrr = z*. En la préactica se utiliza una medida de convergencia, por ejemplo se
considera que el algoritmo convergi6 cuando |[|r¢||/||70]| < tolerancia.

Los métodos iterativos explotan propiedades de la matriz A para conseguir un
orden de complejidad bajo. Entre esas propiedades podemos citar la esparcidad
(si tiene muchos ceros), la simetria y la distribucion de ceros que tiene. No hay
un método iterativo que sea el mejor para cualquier matriz.

En esta tesis partimos del método iterativo de Residuo Minimo Generalizado
(GMRES) usado normalmente para la resolucién de sistemas de ecuaciones linea-
les ([L.1)), cuando la matriz A es no-hermitiana o no-simétrica. GMRES, propuesto
por Saad y Schultz en 1986 [SS86], parte de una aproximacion inicial xy (de su

residuo respectivo ro = b — xy), y aproxima la solucién de (|1.1]) con un vector xy,



tal que la norma [, de su residuo es minimo. La aproximacién x; pertenece a un
subespacio de Krylov. El subespacio de Krylov de orden k correspondiente a la

matriz A y al residuo rq es:

Ki(A, 1) = span{rg, Aro, A?rg, - ,Ak’lfro}. (1.2)

GMRES construye una base ortogonal de dimensién k para Kj(A,r) utili-
zando el método de Arnoldi. FEste método es un método general para matri-
ces no-hermitianas que reduce la matriz A a una matriz de Hessenberg superior
[and97, [Saa03]. La ortogonalizacion puede ser implementada usando el método
Gram-Schmidt modificado o el método de HouseHolder. Aunque el método de
Householder es méas estable, es mas lento que el método Gram-Schmidt modifi-
cado [Saa03]. Luego de construir la base ortogonal, GMRES resuelve un problema
de minimos cuadrados para minimizar la norma del residuo r; y obtener la apro-
ximacién x. Si el orden k del subespacio de Krylov es igual a la dimensién n de
la matriz A, GMRES encuentra la solucién exacta de (I.I). Usando MGS (Gram-
Schmidt modificado) para la construccién de una base ortogonal de dimensién k,
suponiendo que la multiplicacién de matriz-vector tiene una complejidad menor
que O(n?), la complejidad temporal de GMRES es O(k*n)

Sin embargo, al usar k cercano a n, sus necesidades de memoria y célculo lo
hacen muy costoso. De hecho, si hacemos k& = n, su complejidad temporal pasa
a ser O(n?). Por ese motivo, Saad y Schultz [SS86] propusieron utilizar GMRES
con reinicio, conocido en la literatura como Restarted GMRES o GMRES(m). En
cada iteracion j de GMRES(m), GMRES calcula una aproximacién x; usando un
subespacio K,,(A,r;_1). Luego, realiza un test de convergencia. Si no convergio,
la siguiente iteracién usa z; como x inicial para una nueva llamada a GMRES.
Si convergid, termina y z; es la soluciéon buscada. La aproximacién inicial x
es un dato, generalmente se usa o = 0. La ventaja de usar el método con
reinicio es que como méaximo se realizan m iteraciones del proceso de Arnoldi (m
ortogonalizaciones), por eso los costos de memoria y célculo estan bajo control.

En general, se utiliza GMRES(m) con un pardmetro m < n y constante.
En casos practicos se suele utilizar m = 30, por ejemplo PETSC [BBGT09] usa
este valor de forma predeterminada. Broyden y Vespucci utilizan los valores
m = 10, 20, 30 para sus experimentos [CB04].

El problema de GMRES(m) es que su convergencia no esta garantizada [Emb03].
De hecho, si el parametro m no es elegido de forma apropiada el método puede ex-
perimentar una convergencia lenta o un estancamiento de la solucion (41 ~ r;

para todo j). Si GMRES(m) se estanca, una estrategia podria ser aumentar



m. Sin embargo, esto no siempre garantiza una convergencia mas rapida y en
algunos casos tener un m mayor puede ser prohibitivo [EES00, [Emb03] [SS07].
Desafortunadamente, es dificil saber como elegir m a priori.

Varios trabajos han propuesto diferentes alternativas para seleccionar el parametro

m de forma adaptativa. Estas estrategias pueden ser categorizadas en tres grupos:

e reglas simples, con parametros elegidos empiricamente, pero no tan simples

de estimar [SWKOS, [HN03].

e reglas que incluyen calculos no triviales de autovalores o ceros de polinomios
[MNOO, [ZNO05].

e reglas empiricas simples [BJKQ9, [GC05].

En esta tesis, buscamos una forma de variar el pardmetro de reinicio de
GMRES(m) para tratar de mejorar su convergencia. El objetivo consiste en
aplicar la Teoria de Control para encontrar esa estrategia. Para conseguir esto,
formulamos GMRES(m) como un problema de control, en el que la variable con-
trolada es m y proponemos una estrategia nueva para elegir el pardmetro m de
forma adaptativa en cada iteracién j. Este método tiene la ventaja de que ne-
cesita almacenar pocos vectores adicionales, y el controlador altera (incrementa
o disminuye) la dimensién del subespacio de Krylov si detecta problemas. De-
bemos mencionar que Helmke et al. [HJLO6] han modelado GMRES(m) como
un caso de los métodos de Runge-Kutta. También han propuesto un nuevo al-
gortimo LQRES que necesita la solucién de una ecuacién algebraica de Riccati.
La solucién de esta ecuacion es intratable para matrices con dimensiéon mayor o
igual que 1000.

El resultado principal de este trabajo es el uso de una técnica inspirada en un
controlador PD (Proporcional Derivativo), que en la mayoria de los problemas
utilizados tuvo mejores resultados que técnicas encontradas en la literatura. Los
problemas de prueba corresponden a matrices disponibles en [bTDfUoFfAR].

El método de verificacién utilizado es experimental. De forma a verificar
la eficiencia de la estrategia de control propuesta y del GMRES(m) resultante,
comparamos los resultados con reglas de elecciéon de m propuestas por Baker et
al. [BJK09] y por Gongalez et al. [GCO5].

1.1 Originalidad y Relevancia

Las técnicas de control han sido utilizadas para la resolucién de sistemas del tipo

(1.1)) en [BKO04]. La presente tesis implementa el concepto de la teoria de control



en el contexto de GMRES y presenta los siguientes avances:
e Formula GMRES(m) como un sistema de control (§3.5)).

e Presenta una estrategia nueva para controlar el parametro de reinicio m de

GMRES(m) inspirada den la teoria de Control (§3.5.3§4.2.1)).

e Interpreta el método de Baker et al. presentado en [BJK09] como una forma

de controlar el pardmetro de reinicio m (§3.5.4)).

1.2 Organizacién del trabajo

En el Capitulo 2 presentamos los métodos iterativos GMRES y GMRES(m) con
sus caracteristicas resaltantes. En el Capitulo 3, presentamos las estrategia propu-
esta (, también interpretamos la estrategia de Baker desde el punto de vista
de Control(. Los resultados experimentales son presentados en el Capitulo
4, las matrices utilizadas son matrices no-simétricas obtenidas de la Coleccién de
Matrices Dispersas (poco densas) de la Universidad de Florida [bTDfUoFfAR].
Esta coleccién incluye matrices del Mercado de Matrices [MfNU]. En este capitulo
también incluimos un problema con convergencia lenta y dos con estancamiento.

Finalmente, presentamos las conclusiones y trabajos futuros en el Capitulo 5.



Capitulo 2

GMRES Y GMRES (m)

El Método de Residuo Minimo Generalizado (GMRES), que fue presentado
por Saad y Schultz en 1986 [SS86], es ampliamente utilizado para la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales no simétricos, generalmente poco densos. Es un al-
goritmo iterativo de proyeccion que utiliza subespacios de Krylov. La estabilidad
en retroceso del algoritmo que utiliza Modified Gram-Schmidt fue demostrada en
2006 por Paige et al. [PRS06]. Es un método robusto. Aun cuando hay errores
al hacer operaciones de multiplicacién de matriz por vector, da buenas soluciones
[SS03| vdES04].

Sin embargo, para matrices de gran porte, los requerimientos computacionales
hacen que GMRES sea costoso cuando el niimero de pasos es cercano a n. Como
una forma de disminuir este costo, Saad y Schultz sugieren el uso de GMRES con
reinicio, generalmente denominado GMRES(m)[SS86]. En este capitulo primero
describimos los métodos de proyeccion, luego presentamos los algoritmos GMRES
y GMRES(m).

Aunque trabajamos con matrices reales, GMRES y GMRES(m) también fun-

cionan con matrices complejas [Saa03].

2.1 Meétodos de Proyecciéon

Dado el sistema de ecuaciones

Ax = b, (2.1)

donde A es una matriz n X n, las técnicas de proyecciéon buscan una soluciéon en un
subespacio de R™. Sea IC este subespacio de biisqueda que contiene a las soluciones
aproximadas. Si su dimensién es m, se imponen m restricciones para calcular la
aproximacion. Comunmente se utilizan m restricciones de ortogonalidad que son

linealmente independientes. En general, se hace que el residuo r = b — Az sea



ortogonal a m vectores linealmente independientes. Esto define el subespacio de
restricciones L. Esta forma de resolver el problema es comin a muchos métodos
y las m restricciones se conocen como condiciones de Petrov-Galerkin. [Saa03]
Los métodos de proyeccién en los que K = L se llaman de proyeccién orto-
gonal. Cuando £ es diferente de K, se llaman de proyeccién oblicua [Saa03]. En
términos de férmulas, dada una aproximacion inicial z( el proceso de proyeccion

busca una solucién T tal que

T € xo+ ]C,
r=(b— A%) LL (2.2)

Escribiendo & = x¢+ 9, el residuo inicial ro = b— Axq y el producto interior (., .),

la condicién de ortogonalidad r = (rg — Ad) LL es

(ro — Ad,w) =0 YweL (2.3)
Sea V' = [v1, v, -+ ,v;] una matriz cuyas columnas son una base del subespacio
Ky W = [wy,ws,- - ,w,] una matriz cuyas columnas son una base del subespacio

L, entonces podemos escribir Z = x¢ + Vy y por la condiciéon de ortogonalidad
del residuo (2.3)) obtenemos (ro — AVy,w;) = 0.
Note que si se cumple la condiciéon de ortogonalidad se cumple para la base de

L, se cumple Yw € L, por lo que podemos escribir

wh (ro — AVy) =0 (2.4)
Usando y la matriz W tenemos

Whry =WTAVYy (2.5)
donde la incognita es y. Resolviendo obtenemos

y=WTAV) "Wy, (2.6)



De lo anterior, podemos escribir un algoritmo general para un método de proyeccion.

mientras (no converja) hacer

Elegir los subespacios K y L ;

Elegir las bases respectivas V' = [v1, v, -+ U] y W = [wy, w2, -+, wy,]
r=0b— Ax;

y=WTAV)"'WTy,

r=z+Vy;

fin_mientras

Algoritmo 1: Algoritmo General de Proyeccion

Con una secuencia adecuada de subespacios K y L, el Algoritmo ([1)) converje
a la solucién del sistema. Notar que si la matriz A es no-singular, entonces la
matriz W7 AV también. [Saa03]

Lema 1 ([Saa03]). Sean A, K y L tales que satisfacen una de las condiciones:
(i) A es definida positiva y L =K
(ii) A es no singular y L = AK
Entonces, la matriz B =WTAV es no singular para toda base V, W de K y

L respectivamente.

Demostracion. Primero consideramos el caso (i). Sea V' cualquier base de K y
W cualquier base de £. Como K = L, podemos escribir W = VG donde G es
una matriz no-singular. Reescribimos B = WTAV = GTVTAV. Dado que G es
no-singular, y A definida positiva, entonces B es no-singular.

Para el caso (ii). Sea V' cualquier base de K y W cualquier base de £. Como
L = AK, podemos escribir W = AV G donde G es una matriz no-singular.
Reescribimos B = WTAV = GTVTATAV = GT(AV)TAV. Como A es no-
singular, AV tiene rango completo, es decir es no-singular, por lo que B es no-

singular.

]

2.2 GMRES

En esta seccion consideramos el método GMRES como un caso particular de los
métodos de proyecciéon donde K = Ki(A,ro) = {ro, Arg, A%rq, ..., A¥"1ry} es un

subespacio de Krylov, y £ = AK.



2.2.1 Por qué usar un subespacio de Krylov

La convergencia de los métodos que utilizan subespacios de Krylov esta relacio-
nada con el grado del polinomio minimo de la matriz A. El polinomio minimo
q(t) de A es un polinomio monico con grado minimo y se construye a partir de
los autovalores de A. [IM9§]

Sea A una matriz de dimensién n x n y sus autovalores no repetidos Ay, ..., Ax.
Sea m; el indice de A; (el tamafio del mayor bloque de Jordan asociado a ;). Su

polinomio minimo es
k

q(t) =TIt =)™ (2.7)

j=1
y su grado correspondiente es m = Z?Zl m;.
Efectuando los productos de (2.7)) y usando los coeficientes «; obtenidos, podemos

escribir

)= at 23)

Por el teorema de Caley-Hamilton, A satisface ¢(A) = 0, usando (2.8)) y suponiendo

A no-singular, tenemos

—OZOI = 061A+"'+OémAm
—apl = Alay+ -+ a,A™
Aol = AT'A(ay 4 - F o, AT
Ail = — Z Oéj+1Aj (29)

Qo -

Multiplicando por b a la izquierda obtenemos A~'b = —aio T a1 ATb,
recordando que x = A~'b vemos que z € K,,(A,b). Consecuentemente, cuando
menor sea el grado del polinomio minimo de la matriz A, mas rapidamente en-
contraremos la aproximacion de la soluciéon z*. [Saa03l, TM9S]

Si A es no-singular, la solucién puede estar o no en un subespacio de Krylov.
Si queremos que la solucién de un sistema general pertenezca a un subespacio de
Krylov, debemos restringir b alejandolo de la parte nilpotente de A [IM98]. La
descomposicion de Jordan descompone una matriz A en A = D + N donde D
es la parte diagonalizable o semisimple y /N es la parte nilpotente. Para ver que
debemos alejar b de N, supongamos que Nz = c¢ es un sistema consistente donde
N es nilpotente y ¢ # 0. Como N es nilpotente 3i tal que N* = 0 y Ni=1 £ 0.

Supongamos que una solucién x pertenece al subespacio de Krylov IC(N,c), es



decir # = &ye + €N + -+ - + &1 Ni=te. Como x es solucién, tenemos

N(foc—l—flCN—i- ce +§i_1Ni_1c) = C
(I —N&—&EN? +--- =& 9N He = 0

Por un lado suponemos ¢ # 0. Por otro lado, suponemos que el sistema Nz = ¢
es consistente, por lo que (I — N& + & N? + -+ + & oN1) # 0. Esto es una
contradicciéon con el resultado anterior. Entonces, el sistema consistente Nx = ¢

con N nilpotente no tiene solucién en un subespacio de Krylov. [IM9§]

Teorema 2 ([IM98] Existencia de una solucién en un subespacio de Krylov). Un
sistema lineal Ax = b tiene una solucion en un subespacio de Krylov si y solo si
b € R(AY), donde i es el indice del autovalor 0 de A. Es decir, i es el tamario del

mayor bloque de Jordan asociado al autovalor 0.

Si A es no-singular, no tiene 0 entre sus autovalores. Es decir, su descom-
posicion en la forma de Jordan no tiene parte nilpotente. Como vimos antes, la
solucién pertenece a un subespacio de Krylov. Si A es singular con autovalor 0
con indice o multiplicidad 1, la condicién requiere que b € R(A). Sea d el niimero
de autovalores distintos de A y Ax = b consistente. Si A es singular, existe una
solucion = € K4 1(A,b). Si A es no-singular, existe la solucion x € Ky(A,b).

Para el caso no-singular vimos que A~! se puede representar usando una su-
bespacio de Krylov, por eso es natural buscar una solucién en ese subespacio. Por
otra parte, cuando A es singular no hay una inversa. [IM9§| utiliza la pseudoin-
versa de Drazin y demuestra que hay una soluciéon en el subespacio de Krylov.

Sea la matriz A con autovalor 0 de indice 7, la pseudoinversa de Drazin AP
cumple las condiciones a) AP AAP = AP b)APA = AAP y c) ATH1AP = A%

Teorema 3 ([IM9§] Unicidad de la solucién que pertenece a un subespacio de
Krylov). Sea m el grado del polinomio minimo de A, y sea i el indice del autovalor
0 de A. Sibe R(A") ( R(AY) rango de la parte no-singular de A), el sistema
lineal Az = b tiene una unica solucion que pertenece a un subespacio de Krylov.
r = APb € K,,_i(A,b). Sib & R(AY), entonces Ax = b no tiene solucion en el
subespacio de Krylov IC,, (A, b).

En resumen:
1. Si A es no singular, la solucién pertenece al subespacio de Krylov.

2. Si A es singular y se cumplen las condiciones del Teorema anterior, hay una

solucién que pertenece al subespacio de Krylov.
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Por lo tanto, un subespacio de Krylov es una buena opciéon para buscar una

solucion para el sistema Ax = b.

2.2.2 Algoritmo

El Método de Residuo Minimo Generalizado (GMRES) fue presentado por Saad
y Schultz en 1986 [SS86]. Sea xy una aproximacién inicial de la solucién. Sea
ro = b—Axg el residuo inicial y Ky (A4, ro) = {ro, Arg, Arq, ..., A¥71ry} el subspacio
de Krylov correspondiente a A y ro. En el k — ésimo paso, GMRES busca una
solucién de la forma

Ty = To + Vil (2.10)

Donde V. es una matriz, en general densa, V; con dimensién n x k elementos. Sus
columnas forman una base ortogonal de K(A, 7). yr € R es tal que minimiza

la norma I, (norma Euclidiana) del residuo:

=1|b—A = i b— Az||,. 2.11
Irill = b= Amilla = _ min  }b = Aa| (2.11)

Usando la relacion de Arnoldi AV, = Vi1 Hy el lado izquierdo de la expresion

(2.11)) toma la forma:

lro = AViyll = llro — Vi1 Hi Viyi|| (2.12)
= [[Viallll Ber — Heyel (2.13)
= ||Bex — Hyyll (2.14)

donde Vj41 es una matriz ortogonal y 3 = ||rg]|. Es decir, GMRES tiene como
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entrada 7o y retorna z = Viyx, la solucién x se obtiene usando (2.10). [SS86]

Entrada: A matriz del sistema, rq = b — Az residuo inicial, m dimension

del subespacio de Krylov
Salida: z = V.;,;y a ser usado para calcular la aproximaciéon = xy + 2
B =|roll2
v.1=T1o/0
desde i « 1, m hacer
2= Av,,
desde j = 1, ...,7 hacer
hji = (v.5)"z
2 =2z—hjv.;
fin_desde
hivii = ||=||
si hi11,; = 0 entonces
break
fin_si
V.41 = Z/hiJrl,i
min||Be; — Hy.iv1):4y|l2 for y
salir Si el residuo cumple tolerancia indicada
fin_desde
z=V iy

retornar: z

Algoritmo 2: GMRES
El algoritmo de Arnoldi puede verse como una forma de extraer informaciéon de

una matriz A cuando solo se dispone del producto de A por un vector [Dem97].
Calculamos la secuencia y; = b,ys = Ay1,y3 = Ays = A%y1, ...y, = A" lyy.
Construimos la matriz K que tiene como columnas las y;, es decir K = [y1y2, - * - Yn).
Al multiplicar K por A obtenemos AK = [Ay; Ays -+ Ayn] = [y2y3 -+ yn A1)
Suponemos que K es no-singular. Sea e; el i — ésimo vector base de la base

canénica de R™ y la constante ¢ = K ~'A"y,. Con esto podemos escribir
AK = Klegyez - - e, — ¢ (2.15)
Multiplicando (2.15) por K~! por la izquierda, tenemos

K'AK =C (2.16)
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En (2.16]), la matriz C' es

0 0 ...... 00 —c]
10 00 —c
0 1
cC=| 0 (2.17)
...... 10
Y I

Es importante notar que la matriz C' es Hessenberg superior. Es decir, tiene ceros
por debajo de la subdiagonal. La transformacién (2.16)), aunque interesante, no
se usa ya que aun cuando A sea dispersa o poco densa, K es densa. Ademas, es
mas probable que K esté mal condicionada, dado que y; converge al autovalor de
mayor valor de A, por lo que las columnas de K se hacen cada vez méas paralelas.
Usando una descomposicién Q) R, factorizamos K = V R , donde V' es una matriz

ortonormal y R una matriz triangular superior. Llevando K = V R en ([2.10)

(VR)'A(VR) = C,
RYWTAVR = C,
VITAV = RCR™!,
VIAV = H,
AV = VTH. (2.18)

donde ([2.18)) es una relacion en la que todas las matrices son de dimensién n x n.
H = RCR™! es una matriz Hessenberg porque C' es Hessenberg v R es triangular
superior.

Por otra parte, si calculamos la columna j en tenemos Av; = Vh;. Dado
que el lado derecho es una combinacién lineal de las columnas de V, Vh; =
>ieq hijvi. Pero como H es Hessenberg, podemos escribir Vh; = Zfill hi jv;. Es

decir,
1
A’Uj = Z hi7j'll7;. (219)
=1

Para obtener el valor de hy; con 1 < k < j multiplicamos (2.19) por la izquierda
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por v}, Dado que las v; son ortonormales, tenemos

vl Av; = hy v,
UZAUJ' = th,
<A1)j, Uk> = th. (220)

Para obtener el valor de A, ; usamos nuevamente (2.19)). Esta vez despejamos
hjs13v;

J
hj—l—l,jvj = AU]' — Z hi’jvi. (221)
=1

Calculando la norma Iy a ambos lados de (2.21]), y usando la ortonormalidad de

Uj

J
Willoll? = 1Av = hjuill?,
i=1
J
thrl,j = HAUJ'_Zhi,jUiH' (222)
i=1

Llevando el resultado de (2.22)) en ([2.21]) obtenemos:

i i
Vjp1y = Av; = hijui/||Av; = hy o] (2.23)
P =1

Usando (2.20]), (2.22)) y (2.23), tenemos los calculos que hace el Algoritmo ([2)).
[Dem97]

Calculo parcial de la relacién de Arnoldi

Si consideramos un calculo parcial de V' hasta la columna m en (2.19)), obtenemos
el mayor valor de j = m. Usamos este valor en el lado derecho y obtenemos el

mayor valor de ¢ = m + 1. Por lo tanto se cumple

AanVnXm = n><m+11£[m+l><m (224)

Como ejemplo consideramos la matriz A de dimensiéon 5x 5y V' de dimensién

5 x 3.
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1,1 Ai12 @13 Ar4 Q15| (Vi1 V12 V13 V11 V12 V13 VUi4

h1,1 h1,2 h1,3
(21 Q22 Az3 d24 Q25| |VU21 V22 V23 V2,1 V22 V23 U4

h2,1 h2,2 hz,s
a31 azz a33 aAz4 G35 (V31 V32 V33| = [U31 U322 U333 V34

0 hgo hss
Qg1 Q42 A43 A44 Q45| |V41 V42 V43 V4,1 Va2 U4g3 Vg4

0 0 hys
51 Aas2 G53 A54 A55|( [Us1 Us2 Us3 Us1 Us2 Us3 Usg

O

Buscando tener V., en el lado derecho de , analizamos la matriz
ﬁ[mﬂxm. En su fila m + 1 solo el elemento h,, 1 1x., es distinto de cero por lo que
la diferencia esta en el calculo de la columna m del producto anm+1ﬁm+1xm. A
cada fila ¢ de la columna m le falta el sumando a v; ;,41Rm+1.m. Por este motivo

podemos escribir

Anxnvnxm - VnXmHme + we;rn, (225)

Donde H corresponde a la matrizH sin su ultima fila, e, es la base candnica

m de F™ y w es el vector

V1,m+1 hm+1,m V1,m+1
U2,m+1hm+l,m V2,m+1

w= : = hins1m (2.26)
Un,erl hm+1,m vn,m+1

Vemos esta relacion de forma grafica en la Figura [2.1

A \% \Y H

mxm

nxn nxm nxm

Figura 2.1: Relacién de Arnoldi.
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Un ejemplo de ([2.25)) es:

i1 Air2 4aAisz ai4 Ai15| |V11 Vi2 V13 V1,1 V12 V13
G21 dg2 G23 A4 Q25| |V21 U2 U3 V2,1 U232 V23 h1,1 h1,2 h1,3
a3y Qg2 az3 aAz4 G35 (V31 V32 V33| — (U3l Usz Uss h2,1 h2,2 h2,3
Qg1 Q42 A43 A44 Q45| |V41 Va2 Va3 V41 Vg2 Uy3 0 h3,2 h3,3
@51 G52 as53 ds54 d55| |Us1 Us2 Us3| V5,1 Us2 Us3]
-0 0 U174-
0 0 V2.4
t+has [0 0 w3y (2.27)
00 V4,4
0 0 Us,4
donde ) ) -
0 0 vig V14
0 0 wvo4 V2.4
h473 0 0 V3,4 :h4’3 V3,4 [0 0 1]
00 V4,4 V4,4
0 0 wvs4 Us.4

Si multiplicamos ambos lados de (2.25)) por VT que es la inversa de V', tenemos:

VyZ;mAanVnXm = VyZ;mVnXmHme—{'an;(mweg;
an;mAanVnXm = Hme (228)

Donde el término VI we! se anula porque las columnas de V' forman una

base orthonormal.

Los resultados anteriores prueban la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.1 ([Saa03]). Sea V,, la matriz n x m con los vectores columna
V1, V9, Um. Sea H,, la matriz (m + 1) x m la matriz de Hessenberg cuyos
elementos h;; son calculados por el algoritmo de Arnoldi. Sea H,, la matriz

m x m obtenida al borrar la filu m 4+ 1 de H,, y e, la m-ésima base candnica.
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Entonces se cumplen las siguientes relaciones:
(i) AV, =V, H,, + wel,

(ii) AV = Vi1 Hyy

(iii VL AV,, = H,,

Si hit1,; = 0, vi41 no puede ser calculado, entonces AV; = V;H. Recordando

que GMRES minimiza la norma del residuo b — A(x¢ + Viy), tenemos
lro — AViyl| = [|Bvr = Vilyl| = [[Vi(Ber — Hy)|| = [|Ges — Hyl|  (2.29)

Dado que H en este caso tiene dimensién ¢ X ¢ y es no-singular porque A lo
es, la norma minimizada vale exactamente 0 obtenida al resolver el sistema lineal
ViHy = ey con respecto a y . Por lo tanto, cuando h;1;; = 0, GMRES encuentra
la solucién exacta del sistema Ax = b. Por otra parte, debe notarse que i < n en
V; porque para generar un subespacio de dimensiéon n se necesitan como maximo
n vectores linealmente independientes [IM9g].

El método GMRES clasico (basado en el método de Arnoldi) para matrices
no-simétricas es en general caro. GMRES converge a la solucién exacta de ([2.1])

cuando calcula una base V, con k = n columnas.

2.3 GMRES con reinicio: GMRES(m)

A medida que k crece, la matriz de Arnoldi V; se vuelve muy grande para ser
almacenada y computada. Por ese motivo, como fue mencionado en la intro-
duccién (Capitulo 1), Saad y Schultz proponen reiniciar GMRES resultando en
GMRES(m). [SS86]

En la j-ésima iteraciéon, GMRES(m) usa el residuo r,;_; como residuo inicial,
y ejecuta GMRES usando como méaximo m vectores de una base ortogonal de
Km(A,rj_1), GMRES devuelve el vector z;. Denotamos la aplicacion de GMRES
al vector r;_; usando un subespacio de Krylov de dimensiéon m por: z;_; =

GMRES(A,rj_1,m). Entonces, la j-ésima solucién x; se calcula usando:
Tj=Tj-1 + Zj- (230)

GMRES(m) usa x; para calcular un nuevo residuo inicial r; y avanza a la si-

guiente iteracién (i.e. la siguiente llamada a GMRES) hasta que un criterio de
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parada sea satisfecho. Este procedimiento puede ser expresado en términos de

las recurrencias:

Zji—1 = GMRES(A, rj—1, m),
T = Tj + Zi—1, (231)
Tj = b — A,I’j.

La ventaja del procedimiento con reinicio es que se realizan como maximo m
iteraciones del método de Arnoldi, de esta forma los costos de tiempo de ejecucién

y de memoria estan bajo control.

Entrada:
A matriz del sistema,
X aproximacion inicial,
m dimension del subespacio de Krylov en cada reinicio,
iteracionM arima nimero maximo de reinicios
Salida: x resultado calculado
o — 0
ro = b — Axg
// iteracién de GMRES(m)
desde j « 1,iteracionMaxima hacer
m = obtenerSiguienteV alor DeM (k,r)
z;j =GMRES(A,r;_1,m)
Tj=2xj-1+ 25
Tj = b — Al‘j
salir Si el residuo cumple tolerancia indicada
fin_desde

retornar: x;

Algoritmo 3: GMRES(m), Gmres con reinicio

Generalmente (en cada ciclo) el pardmetro de reinicio m tiene un valor cons-
tante (quienes trabajan con GMRES(m) acostumbran usar m = 30). GMRES(m)
corresponde al algoritmo (3]).

En [SS86] Saad y Schultz presentaron el Teorema |4 que da una cota inferior
para m. Sin embargo, como ellos mismos mencionan, m puede ser mucho menor
que ese valor. También puede darse el caso en el que la cota inferior tedrica
sea mayor que n. En este caso, no es de utilidad porque sabemos que GMRES

converge a la solucién exacta cuando m = n.

Teorema 4 ( [SS86] Cota inferior para m). Suponer que hay v autovalores
Aty Ao, -, A, de A con parte real no-positiva y el resto de los autovalores estdn
encerrados en un circulo con centro en C' con C > 0, y radio R, con C > R. Su-
poner también que A es diagonalizable A = XDX ™. Sean x(X) = | X|||| X7,

D= maxi=1,... vij=v+1,-,n |>\z — )\]| Y d= minizl,...m |/\z|
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Sim > Ulog[%m(X)l/”}/log[%} entonces, GMRES(m) converge para cual-

quier vector inicial g

De acuerdo con [VL10], GMRES(m) tiene convergencia sublineal para matri-
ces normales. En [Zit08] son dadas condiciones generales para la convergencia de
GMRES y GMRES(m). Sin embargo, para matrices indefinidas GMRES(m) no
siempre converge [SS86]. También, como fue mencionado en el Capitulo 1, si el
m apropiado no es elegido, la convergencia de GMRES( m ) no esta garantizada
[Emb03], y el método puede experimentar estancamiento (r;4+; =~ r; para todo j)
o una convergencia lenta. Desafortunadamente, es dificil saber a priori qué valor
de m utilizar. Si ocurre estancamiento, una estrategia simple puede ser aumentar

el valor de m aunque no siempre funciona.



Capitulo 3

CONTROL Y GMRES(m)

En este capitulo incluimos algunas definiciones de la teoria de control. Segui-
damente, introducimos el Controlador PID (Proporcional-Integral-Derivativo).
Luego, hablamos de los algoritmos iterativos utilizando el método de la Funcion
de Control de Lyapunov (FCL) [BK04] y lo aplicamos al algoritmo iterativo co-
nocido como Orthomin. El uso de una FCL ha demostrado ser efectivo para
algoritmos con recurrencias cortas. Sin embargo, GMRES esta entre los algorit-
mos que utilizan recurrencias largas [Saa03) [CB04]. GMRES primero construye
una base ortogonal de vectores y luego minimiza la norma euclidiana (ly) del
residuo expresado usando esa base. Finalizado este proceso puede calcular xj .

El objetivo es controlar el parametro de reinicio m, por ese motivo presentamos
controladores discretos PID (proporcional, integrativo derivativo). La estrategia
propuesta utiliza una recurrencia inspirada en un controlador PD (proporcional,
derivativo) y es presentada en la seccién , el pseudocodigo correspondiente
estd en la secciéon Inicialmente GMRES(m) es modelado de una forma
similar a un algoritmo iterativo genérico.

Ademaés, en este contexto mostramos que la estrategia de Baker [BJK09] puede

ser vista como un controlador Derivativo donde la derivada es constante.

3.1 Algunas definiciones

Las definiciones fueron obtenidas de [Oga87].

Variable controlada: La cantidad o condiciéon que es medida y controlada.
Normalmente es la salida del sistema.

Variable manipulada: La cantidad o condicién que es modificada para afectar
el valor de la variable controlada.

Controlar: Significa medir el valor de la variable controlada y aplicar la varia-
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ble manipulada para corregir la desviacion de la variable controlada con respecto
al valor deseado.

Planta: Es una pieza de equipo, un conjunto de partes de maquina cuyo
proposito es realizar una tarea particular. Cualquier objeto fisico a ser controlado

Sistema: Es un conjunto de partes o componentes que funcionan juntas para
realizar un objetivo particular. Un componente tiene una funcién particular en
el sistema del que forma parte.

Perturbaciéon: Es una senal que afecta desfavorablemente la senal de salida
del sistema.

Control realimentado: Se refiere a la operacién en la que en presencia de
perturbaciones tiende a reducir la diferencia entre la salida del sistema y el valor
de referencia, usando como base esa diferencia.

Sistema de Control realimentado: Es un sistema que mantiene una relacién
prescrita entre la salida y alguna entrada de referencia comparandolas y usando
la diferencia como medio de control.

Sistemas de Control de Lazo Cerrado: En la practica, sistema de control
realimentado y sistema de control de bucle cerrado son términos intercambiables.
En un sistema de control de lazo cerrado el error, que es la diferencia entre la senal
de entrada y la senal realimentada (que es la senal de salida), es realimentado al
controlador para reducir el error y llevar la salida del sistema al valor deseado.

Sistemas de Control de Lazo Abierto: En estos sistemas, la salida no afecta
a la accién de control. Cualquier sistema de control que opere en regimenes de
tiempo es un sistema de bucle abierto. Su funcionamiento depende de una buena
calibracion y en general no responde bien a perturbaciones.

Diagrama de Bloques: Es una representacién grafica de las funciones realiza-
das por cada componente y el flujo de senales. En un diagrama de bloques las
variables estan concatenadas unas con otras por bloques funcionales. Un bloque
funcional o simplemente un bloque representa la operacién que realiza el bloque
sobre la entrada para producir la salida. Las funciones de transferencia se ponen
en bloques y las seniales pasan solamente en el sentido de las flechas. Entre las

ventajas del uso de un diagrama de bloques se tienen:

e permite visualizar la operacion total del sistema mas rapidamente que usando

un modelo de ecuaciones del sistema.

e facilita tener una imagen del sistema completo donde se puede evaluar la

contribucion de cada componente.
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3.2 Control PID

Esta seccion contiene informacion obtenida de [Vis06].

Consideramos un sistema de control realimentado con un controlador C y
una planta P. El sistema tiene una senal de referencia r(t) y una senal de salida
y(t), u(t) es la senal de control, d(t) representa perturbaciones y n(t) errores de

medicién de la salida y(t).

r

d
+~ € U+g" y
f c P

)

if+
n

Figura 3.1: Sistema de Control Realimentado.

Un sistema de control PID aplica de forma adecuada tres tipos de acciones de
control: una accién proporcional, una accién integrativa y una accion derivativa.
La senal de control u(t) correspondiente a la accién proporcional es propor-
cional al error actual e(t) = r(t) — y(¢). Una ley de control proporcional pura

u(t) = Kpe(t) = Kp(r(t) = y(t))

K, se conoce como la ganancia proporcional. La operacion de la acciéon propor-
cional es aumentar la variable de control cuando el error actual es grande.
Por otra parte, la accién integral considera los errores anteriores. Una ley de

control integral pura es:
t
u(t) = K; / e(7)dr
0

K; se conoce como la ganancia integral. Un controlador integral puro reduce el
error de estado estable a cero.
Finalmente, la accion derivativa estd basada en la prediccion de los valores

futuros del error. Una ley de control derivativo pura es:

de(t)
dt

K4 se conoce como la ganancia derivativa. Para entender mejor la accién deriva-
tiva, consideramos la aproximacion del error e(t+ h) usando dos términos de una

serie de Taylor.

de
t+h)=-e(t)+ h—
elt +h) = elt) + b,
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Si consideramos la expresién anterior como parte de una ley de control proporci-

onal tenemos:

de
E)

Esto resulta en un controlador PD. En este caso, la variable de control en el

u(t) = Ky(e(t)+h

tiempo t estd basada en el aproximado para el tiempo t + h. Por ese motivo,
la accién derivativa es conocido como control anticipativo, tasa de acciéon o pre-
accion. La accion derivativa puede anticipar una tendencia incorrecta del error
e(t) y corregirla.

Un controlador PID en forma paralela utiliza a la vez las acciones proporcional,

integral y derivativa con constantes K, K; y Ky independientes entre si.

t de(t)
dt

t

u(t) = Kye(t) + K, / e(r)dr + Kq (3.1)
0 0

Las tres acciones tienen sus problemas, que pueden ser resueltos con una

eleccion adecuada de las constantes:

e La parte proporcional puede oscilar cuando llega al estado estable atin cu-

ando haya un polo en el origen.

e La parte integral puede solucionar el problema de oscilacién de la parte
proporcional. Sin embargo, la parte integral tiene problemas cuando el
error disminuye lentamente durante la respuesta transitoria. Atn cuando
la variable del proceso llega al nivel de referencia deseado, el controlador
esta saturado por el término integral y esto conduce a un sobrepaso que

puede ser prolongado.

e La parte derivativa actiia en las frecuencias altas amplificando el error de las
mediciones n(t) (ver Figura[3.1)). Otro problema con la accién derivativa es
que cuando hay cambios abruptos en los valores de e(t), la derivada tiene un
pico que hace que la variable de control tome valores grandes. En general,

esto no es deseable.

Para una informaciéon méas detallada, consultar [Vis06].

3.3 Control y Algoritmos Iterativos

De manera a formular la resolucion iterativa de un sistema lineal, consideramos
el residuo r; = b — Az; como el error o desviacién [BK04]. Note que llevar a

cero el residuo r; corresponde a resolver el sistema lineal Az = b. El residuo es
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llevado a cero y la soluciéon z; es llevada a la solucion del sistema por medio de
una secuencia apropiada de vectores x;.
Dado un sistema lineal de ecuaciones, en general, un método iterativo puede

ser descrito como una sucesién de aproximaciones x; de la forma:

zj_1 = Solver,
X = Tj-1 + Zj—1, (32)
T = b— Al’j.

donde el Solver es una funciéon que devuelve la actualizacion a partir de un
determinado residuo. El Solver puede ser interpretado como un operador M1

que aproxima la inversa de la matriz A

zj—1 = Solver(rj_y),
zjion = M 'rj,
Zj—1 = M_l(b — AQTj_l). (33)

Note que el método iterativo (3.2)) usando (3.3) toma la forma:

Tj = Tjq + M_l(b — AIj_l),
I‘j = (I — M_lA)l‘j_l —I— M_lb.

b * i1 R TN Xj-1
Solver D

AX

-1

Figura 3.2: Diagrama de bloques para un algoritmo iterativo.

La Figura |3.2] muestra un diagrama de bloques de un algoritmo iterativo
genérico. Las flechas indican el flujo de los datos.

En términos de control para conducir el residuo a cero se debe encontrar una
secuencia de control z; que lleve la salida (esto es el residuo r;) a cero, y como
consecuencia lleve la variable de estado z; a la soluciéon deseada.

Para los métodos iterativos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

que utilizan recurrencias cortas, el método de control que usa una funciéon de
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Control de Lyapunov (FCL) ha demostrado ser un mecanismo unificador y capaz
de ofrecer deducciones de muchos de ellos. Orthomin y otros métodos de recur-
rencias cortas como Gradiente Conjugado, han sido deducidos utilizando sistemas
bilineales y funciones de control de Lyapunov [BK04]. Esto constituye un avance
importante para el uso de la teoria de Control en el contexto de la resoluciéon de
Axr =b.

Incluimos un ejemplo de recurrencias cortas para el método conocido como

Orthomin. Las recurrencias para este método son
Tk+1 =Tk — (JékAT‘kiL‘k+1 = ([ - OékA)l‘k + Oékb (34)

El sistema dinamico 7,1 = rp — ap Ary es bilineal: Si «y, es constante, es lineal

para r. Si 7 es constante, es lineal para «4 . Usando como funcién Lyapunov
V(ry) = (ri, i) = 7 (3.5)

y calculando 6V = V(ry41 — V(ry) de tal forma que sea negativa definida obte-

nemos:

(e An)
b <ATk,ATk>

El uso de una funcién de control de Lyapunov negativa definida garantiza

(3.6)

que 7y, converge monotonicamente a cero cuando £k — oo. Es decir, el método
converge a la solucion del sistema lineal. Para que V (1) sea negativa definida, se
debe evitar que (ry, Ar;) = 0. Esto es equivalente a decir que cero no pertenece a
F(A) = {yH Ay :y € C",yy = 1} (campo de valores de A definido en [Gred7]).
En términos practicos, si (rg, Arg) =~ 0, el algoritmo Orthomin presenta una

convergencia lenta o un estancamiento de la solucion.

3.4 LQRES

Debemos mencionar que utilizando otras herramientas de la teoria de Control,
Helmke y Jordan|HJLO6] han presentado un método denominado LQRES que
resuelve una ecuacion algebraica de Riccati. Este método es estable, pero los
mismos autores indican que para matrices con dimensién mayor que n = 1000
resolver la ecuacién de Riccati se vuelve intratable. Por otra parte, aiin cuando
la solucién de la ecuacion de Ricatti sea aproximada, el pardametro B es matricial

y econtrarlo no es trivial. Para una discusién detallada de este algoritmo ir al

Apéndice B (§B).
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b+  Tj-1

GMRES

AX -1 Xj—l

Figura 3.3: Diagrama de bloques para GM RES(m).

3.5 GMRES(m) con m controlado

GMRES no tiene una recurrencia directa o corta, primero realiza una ortogona-
lizacién y luego resuelve un problema de minimos cuadrados. Por este motivo,
no es trivial utilizar el método bilineal con funcién de control de Lyapunov para
estabilizar GMRES.

A continuacién modelamos GMRES(m) como un sistema de control realimen-
tado para luego acoplar a ese sistema un controlador para el nimero de reinicios
m. Nuestro objetivo es cambiar el valor del reinicio en cada llamada a GMRES; el
valor que vamos a usar en cada llamada estard dado por un controlador inspirado
en un controlador PD, (proporcional derivativo).

En el contexto de GMRES(m), la relacién entre el residuo rj_; y z;_;1 esta
dada por la subrutina GMRES con el parametro interno fijo m. Las recurrencias

asociadas a este modelo realimentado son

zji-1 = GMRES(A,7;_1,m),
r; = Tj_1+ 21, (3.7)
ri = b— Az,
Un diagrama de bloques asociado a las recurrencias (3.7)) que modelan GMRES(m)
es presentada en la Figura (3.3
La expresion de z;_; es una funcién del residuo r;_; y del pardmetro de rei-
nicio m. Para hacer notar que no se necesita usar un valor fijo de m, deno-
tamos el parametro de reinicio por m;_;. Entonces, podemos escribir z;_; =
GMRES(A,7;_1,mj_q1). Para la llamada a GMRES, 7;_; es el residuo inicial
y m;_; indica la dimensiéon méaxima del subespacio de Krylov. Si m;_; toma
un valor mayor, suficiente para que GMRES(m) realice una tnica iteracion,
se tiene GMRES. Hacemos notar esto para remarcar la estructura iterativa de
GMRES(m).
Para mejorar z;_;, dado que la subrutina GMRES tiene los pardmetros resi-

duo rj_y (residuo) y m;_; (nimero de ortogonalizaciones), podriamos tratar de
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Z: . X
—1 X -1
GMRES(j_y, m_y =4\ J

AX; X:
-1 -1
LA ]

Figura 3.4: Diagrama de bloques para GMRES(m) adaptativo.

modificar uno o ambos. Varias técnicas han sido presentadas en la literatura,
por ejemplo [GRLBO§| cambia solamente r;_; usando un residuo hibrido y con
eso consiguen evitar el estancamiento en problemas especificos. [BJK09, [GC05,
SWK98|, [ZN05, MNO0, HNO3] cambian solamente m;_;. Note que m esta fuerte-
mente relacionada al costo computacional del método. En esta tesis modificamos
el pardmetro m;_; de forma adecuada y adaptativa para mejorar el valor de z;_;.

Para actualizar m;_;, usamos una recurrencia similar a la usada para x; en

B0

m; =m;— -+ Uj—1 (38)

donde u;_; es el pardmetro de adaptacion o la variable de control.

Una ley general de control retroalimentado para u;_; tiene la forma:

uj—1 = ¢(rg,mj-1). (3.9)

donde usamos indice g en lugar de 7 — 1 para indicar que la funcién ¢ puede
relacionar el residuo r;_; y los residuos previos (r;_q, rj_3, ..., rj_j). Un diagrama
de bloques es presentado en la Figura .

Para controlar m introducimos en la siguiente subseccién la medida de con-
vergencia que utilizamos. Luego presentamos nuestra propuesta inspirada en un
controlador PD. Finalmente mostramos que la estrategia de Baker [BJK09|, pu-

ede ser vista como un controlador D (derivativo) donde la derivada es constante.

3.5.1 Medida de Convergencia

El angulo entre residuos consecutivos r,_1 y 7,2 de GMRES(m) es denotado por
Z(rj—1,7j—2) y es conocido como angulo secuencial.

El angulo secuencial estd relacionado con la disminuciéon en la norma del
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residuo por la expresion:

Ti_
cos(£{rs-1.1y-2)) = = (3.10)
-

Para una demostracién de que la expresion anterior corresponde efectivamente
a cos(Z(rj_1,7j—2)) ver [BIJMO5] o (1)) en el apéndice. Cuando GMRES(m) tiene
una buena convergencia, r;_1 y rj_g son casi perpendiculares y cos(Z(rj_1,rj_2)) ~
0. En una situaciéon de convergencia pobre, 7,1 y rj_2 son casi paralelos o li-
nealmente dependientes, y cos(Z(r;_1,7j—2)) ~ 1. Es decir, segin el valor de
cos(Z(rj_1,7j—2)) podemos identificar si GMRES tiene una convergencia acepta-
ble o no.

Describimos a continuacion algunas funciones ¢(-,-) para la ley (3.9)).

3.5.2 Justificaciéon de la variaciéon del parametro de reini-
cio
En todos los trabajos la justificacion de la variacion del valor de m es funda-
mentalmente empirica. En [BJK09| observaron que cuando hay estancamiento o
convergencia pobre, los residuos intercalados de GMRES(m) a menudo apuntan
casi en la misma direccion. Es decir, rj;; = or;—; para algiin ¢ < 1. Las soluci-
ones difieren muy poco cuando los residuos son paralelos. Este comportamiento
retrasa el tiempo de convergencia. En [BJK09| demuestran que este comporta-

miento se cumple para matrices simétricas. Sin embargo, también lo observaron

en matrices generales no-hermitianas.

3.5.3 Controlador Proporcional Derivativo PD(m)

Los ingenieros de Control hace tiempo usan un método conocido como contro-
lador Proporcional-Integrativo-Derivativo (PID) para procesos.[Vis06]. Nosotros

consideramos un controlador PID discreto con la forma:

= 71l = llrj—s]l
—1 Ti_3
er =alryell 4 5 il + (12 I=l) gy
i=1

donde a, § y v son constantes reales denominadas constantes proporcional, inte-
grativa y derivativa respectivamente. Note que en (3.11)) utilizamos un esquema
de diferencias finitas para la aproximacion de la derivada.

Para trabajar con variables independientes de la dimension, y con la intencién

de definir el controlador PID en términos de angulos secuenciales consecutivos
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L(rj_1,7mj—2) ¥ £(rj_2,7j_3) dividimos el controlador u;_; en el tiempo ¢;_; por
la norma del residuo ||7;_2||. Entonces, considerando (3.11)), la expresién (3.8)

toma la forma:

T ri_ — ||T;—
et ”“”wz (Il =lrall)
Iryll 7 Tyl [

Ademaés, dado que m es un entero, tomamos la parte entera de los términos

proporcional, integrativo y derivativo.

7j—1
ri_ T Ti_ — ||Ti—

Irj—2ll a= llrj—2ll 2[|rj—2|l

En este trabajo consideramos una forma mas simple de conocida como
controlador proporcional derivativo, aqui lo denominamos PD(m). La formu-
lacion PD(m) se obtiene haciendo 3 = 0. Restringimos « y = a valores enteros.
in (3.13):

il Mgl = s

(3.14)
72l 2||rj 2|l

mj = m]’,1 =+

Tomamos la estrategia de disminuir m;. Al variar m; esperamos evitar resi-
duos intercalados paralelos 141 =~ or;_1 que enlentecen la covergencia. También
mencionamos que en el controlador PD(m), el término proporcional actia prin-
cipalmente cuando el término derivativo esté inactivo y viceversa. Con relacion
a la parte derivativa, es importante notar que cuando hay buena convergencia
(Ilrj=1ll = l|7j=3l)/||7j=2|| se vuelve importante y esta parte modifica el valor de
m;. Cuando la convergencia es baja, (||7;_1] — ||7j=sl])/[|7j—2|| = 0 y su influencia
en m; es minima. Cambiar m cuando hay buena convergencia no es malo, no
cambiar m cuando hay buena convergencia, no implica buena convergencia en la
siguiente iteracion. Para la parte proporcional, ver la discusion sobre la ecuacion
(13.10)).

En conclusién, el término proporcional modifica m; cuando GMRES(m) no
converge y el término derivativo cambia m; cuando GMRES(m) converge. Note
que una buena convergencia en una iteracion no garantiza una buena convergencia
en la siguiente iteracién. Puede pensarse que el algoritmo ya convergié lo que
podia en la direccion dada por la iteracion y a partir de alli solo realice mejoras

pequenas. Es decir, en la estrategia propuesta, m; es modificado en cada iteracion.

Observacion Dado que 0 < cos(Z(rj_1,7j—2)) < 1, el controlador proporcional
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(cuando 7 = 0) se asemeja a la regla propuesta por Baker at al. [BJK09| (ver
el algoritmo , solo que no necesita preguntar por la tasa de convergencia, su

efecto es alto solo cuando la tasa de convergencia es mala.

Ajuste del controlador PD(m). Aqui discutimos la heuristica para seleccionar

a 'y . Buscamos experimentalmente valores de o'y v (§5.2)).

e Los valores probados fueron: o € [2,9] y v € [-9,—2]. Los valores para
v son negativos porque buscamos disminuir m y los valores de las normas
de los residuos generados por GMRES(m) forman una sucesion de valores

monotdénicamente no crecientes.

e Ejecutamos PD-GMRES con 64 pares («,7y) para cada problema y medi-
mos los tiempos de ejecucién. También ejecutamos GMRES(30) para cada
problema. Usamos el tiempo relativo que es el cociente entre w

GMRES(30=

Buscamos el par de enteros («,7) que minimice la sumatoria de tiempos

relativos de los problemas.

, 5 #(PD — GMRES(m))
B 2 +({GMRES(30))

n
(x€(2,9],7)€[—9,—-2] probel

(3.15)

e Seleccionamos el par (3, —5) a pesar de que el mejor segtin el criterio anterior
fue el par (3,—9). Las diferencias entre los tiempos de ejecucién usando
ambos pares no son significativas. Ademas, con un valor de —5 para gamma
damos un peso menor a la derivada. La derivada de las normas residuales
es importante cuando hay buena convergencia. En este caso el valor —5

hace que el cambio de m sea més conservador que usando el valor —9.(§5.3)

Usando las consideraciones previas, la recurrencia que utilizamos para m es:

m; = my 1+ {( _gllrimall il = ||7“j—3||)J (3.16)
72l 2[7j—2|l

El controlador PD(m) propuesto comienza con un valor inicial m = mniia y

tiende a disminuir m. Sin embargo, si m < M, €l valor de m para la siguiente

iteracién de GMRES(m) es m = Mnitiai+Mstep y también se cambia el valor inicial

Minitial = Minitial T+ Mstep- INO IMPONEMOS UN MAXIMO Myq,. El pseudocddigo para

la regla propuesta esta en el Algoritmo . Usamos los parametros: mi,iria = 30,

Mstep = o and My, = 1.
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3.5.4 Controlador Constante

En [BJK09] m puede fluctuar entre myuyin ¥ Mmax En la iteracion j el reinicio m; es
tal que Mmin < mj < Myax. Si la convergencia no es buena, la regla decrementa

m en una constante u;_; = d. El cbdigo de esta regla esta en el algoritmo (3)).

A continuacién describimos la regla utilizada en [BJK09]. El valor inicial para
m es el MAXimo Myax. La medida de convergencia es el valor de cos(Z(rj_1,7;-2)).
Si el angulo secuencial es grande (cercano a 90°), indica buena convergencia, m; =
m;_1. Si el angulo secuencial es pequetlo (cercano a 0°), indica baja convergencia
y el pardmetro de reinicio es disminuido m; = m;_1 —d. Si m; < My, m; se
pone en Mmy.. Entonces, cuando no hay convergencia, esta estrategia utiliza la
ley:
my; =Mmj—1 — d. (317)

3.6 GMRES(m) con m aleatorio

Antes de pasar a las pruebas de los métodos, debemos mencionar que usando un

valor aleatorio para m entre los valores m i, ¥ My Obtenemos

mj = random(Mmin, Mmaz) (3.18)

La regla calcula la soluciéon en menos tiempo que el uso de un valor fijo
para m. Sin embargo, tiene un tiempo mayor que la regla de Baker.

Incluimos un ejemplo de esta regla comparada con GMRES(m) para el pro-
blema Wang2 (problem 13 from table ) Note que en este ejemplo, aunque
la alternativa aleatoria realiza més iteraciones, halla la soluciéon en un 60% del
tiempo usado por GMRES(m).
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Figura 3.5: Matriz Wang2: log(||r;||/||70||) Vs Iteraciones
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Capitulo 4

EXPERIMENTOS NUMERICOS

4.1 Resumen de los resultados

Los sistemas lineales Az = b resueltos utilizan matrices A obtenidas del reposi-
torio de la Universidad de Florida]bTDfUoFfAR], que incluye matrices del Mer-
cado de Matrices [MfNU]. Las matrices seleccionadas son matrices no-simétricas
y corresponden a una variedad de problemas reales. Para los problemas en los
que falta el lado derecho b, el mismo fue generado aleatoriamente usando una
distribucion uniforme con valores entre los valores minimo y maximo (A);; de A.
Los problemas usados en los experimentos estan listados en la Tabla

La resolucion de los sistemas de ecuaciones fue realizada usando el programa
Matlab para Linux en una computadora de escritorio con un procesador Intel
Core 2 Duo y 2Gb de memoria RAM.
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Tabla 4.1: Lista de problemas. n es la dimension de la matriz y nnz es el nimero
de coeficientes distintos de cero

Problema n nnz | Area de Aplicacion

1| add20 2395 | 17319 | Diseno de Componente de Computador

2 | cddel 961 4681 | Operador 2D de conveccion-difusion

3 | circuit_2 4510 | 21199 | Simulacién de circuitos

4 | fpga_trans 01 | 1220 7382 | Simulacién de circuitos

5 | orsirr_1 1030 6858 | Simulacién de reservorio de Petréleo

6 | orsreg_1 2205 | 14133 | Simulacién de reservorio de Petréleo

7 | pde2961 2961 | 14585 | Modelo para Ec. Dif. Parcial

8 | raefskyl 3242 | 294276 | Flujo de Fluido Incompresible

9 | raefsky2 3242 | 293551 | Flujo de Fluido Incompresible
10 | rdb2048 2048 | 12032 | Modelo Brusselator para Reaccién-difusion
11 | sherman4 1104 3786 | Simulacién de reservorio de Petréleo
12 | steam?2 600 | 13760 | Vapor inyectado para extraer petréleo
13 | wang?2 2903 | 19093 | Ecuaciones de continuidad de electrones
14 | watt_1 1856 | 11360 | Ingenieria de Petroéleo
15 | young3c 841 3988 | Dispersion actstica

Resultados Comparativos

De manera a comparar los resultados obtenidos al resolver el sistema Az = b

con la estrategia propuesta en esta tesis, implementamos los siguientes algoritmos:

1. GMRES(m) clasico con m = 30.

2. la regla de Baker (obtenida de [BJKQ9]).

3. la regla de Gongalez (obtenida de[GCO05]).

4. la regla inspirada en control, propuesta en esta tesis, denotada por PD-

GMRES.

La configuracién usada para los algoritmos es:

La solucion inicial es xg = 0, que es equivalente a g = b.

El criterio de parada en la iteracion j — ésima es

I3l

< 107°.
llmol

Para PD-GMRES (ver algoritmo (4])) usamos los parametros, minitia = 30,

Mstep = 37 Mmin =

1.

Para Alg. 1 (la regla de Baker, ver algoritmo ) usamos los parametros

Mmin = 17 Mpmaz = 30 Y Mstep = 3.
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e Para Alg. 2 (laregla de Goncalez, ver algoritmo @) usamos los parametros

Mini = 10, Myes = 30 and tolerancia = 107°.

La figura resume los resultados experimentales. Para evaluar los algorit-
mos, los ejecutamos cinco veces y promediamos sus tiempos de ejecucion. Para
evitar diferencias de escala entre los problemas, los tiempos de ejecucién mostra-
dos son relativos al tiempo de ejecucion de GMRES(30). Por eso, 1 corresponde a
GMRES(30), los valores por debajo de 1 corresponde a tiempos de ejecucién me-
nores que el tiempo de GMRES(30) y los valores por encima de 1 son peores que
el tiempo de GMRES(30). Las barras estan agrupados por problema. El nimero
de problema corresponde a los nimeros listados en la Tabla[4.1] Notar que todos
los algoritmos convergen para todos los problemas, excepto para el problema 15.
Para este problema, solo PD-GMRES converge. Ademéas, PD-GMRES tiene me-
jor tiempo de ejecucion que los algoritmos probados excepto para los problemas
7 y 10, donde tiene un tiempo similar al de GMRES(30).

1.8 T T T

T
[ ]Baker gmres(m)
[ |PD-Gmres(m)

I Goncalez gmres(m) | |

=
=)

g
i

t(Alg)/t(Gmres(30))
o o =
(o] o] [ N

I
~

o
[N}

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Nro de Problema

o

Figura 4.1: Tiempos de ejecucion relativos. Las barras estan agrupadas por
problemas. Cuanto mas baja la altura de la barra, es mejor el tiempo que lleva
hasta encontrar la solucién. En el problema 15, solo PD-GMRES convergi6. Alg.
1 corresponde a la regla de Baker y Alg. 2 a la regla de Gongalez.

Como complemento a la figura de barras, incluimos la siguiente tabla con los
tiempos en segundos. Los tiempos reportados corresponden al promedio de 5

ejecuciones de los métodos iterativos evaluados.
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Nro de Problema | GMRES(30) | Baker gmres(m) | PD-Gmres(m) | Goncalez gmres(m)
1 12.6558 7.3204 7.1589 9.4774
2 2.0330 1.5027 1.1928 3.4308
3 33.7340 30.8152 21.7160 43.5941
4 11.4255 5.1627 3.7008 4.1089
5) 13.9726 7.4597 5.6753 14.2852
6 7.6170 6.0429 5.7252 8.0030
7 7.1229 6.2062 6.9418 6.1424
8 75.7676 35.0004 25.3235 103.0190
9 104.7672 85.9391 64.8294 105.1181

10 4.9007 4.5343 4.9243 5.5155
11 2.2970 1.4858 1.2823 2.1369
12 0.3655 0.3867 0.2363 0.3640
13 42.2690 21.7541 18.4714 33.0199
14 29.3296 8.7968 7.1647 12.3781
15 57.2233 56.8289 14.3143 57.2454




4.2 Reglas implementadas

4.2.1 PDRULE

Regla propuesta en esta tesis. Los parametros utilizados fueron: myp,iia = 30,

Mstep = 3ammin =1

Entrada:

m;_1 ultimo valor de m,
Minicial Wltimo valor inicial de
Muminimo vValor minimo de m,

r vector de residuos,

si (j > 3) entonces

m,

un valor menor o igual que Myinimo

—1ll=[lrj-3]

llrj—1]
mA f— m ,_ —
J -1+ ( 3||7'j—2|

sino si (j > 2) entonces

o llri=all
lIrj—2|l

mj = mj,1 =+

my; = Minicial

fin_si

si (m; < Muninimo) €Ntonces
Minicial = Minicial + Mpaso
m; = Minicial

fin_si

return m;

+ 5“7'j

2||rj—2|l

7 el valor retornado sera el reinicio para la iteracion j,

Mypaeso Valor con el que se incrementa el valor inicial de m cuando se llega a

Salida: m; pardametro de reinicio para la iteracién j

)

Algoritmo 4: Regla PD. Calcula el pardametro de reinicio usando una

formula inspirada en un controlador PD.
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4.2.2 Regla de Baker

Regla propuesta en [BJK09].
Los parametros utilizados fueron: muinimo = 1, Mmazimo = 30 and paso = 3.
Entrada:

m;_; ultimo valor de m,

Myniciay Ultimo valor inicial de m,

Muminimo Valor minimo de m,

Munazimo valor maximo de m,

r residuos anteriores,

J iteracion para la cual se calcula el valor de reinicio,

paso valor en el que se disminuye m;_; si la convergencia no es aceptable

Salida: m; pardametro de reinicio para la iteraciéon j

llmj—1ll
[l7j—2l]

tasaMazima = cos(8/90 * pi/2) // cos(8)
tasaMinima = cos(8/9 x pi/2) // cos(80)

si (tasa > tasaMaxima) entonces

tasa =

mj; = Mmazimo
si_no si (tasa < tasaMinima) entonces
m; =m;—
si_no
adjust
si ((mj_1 — paso) >= Myinimo) €Ntonces
m; =mj;_1 — paso
si_no
mj; = Mmazximo
fin_si

fin_si

return m;

Algoritmo 5: Regla de Baker. Sila convergencia no es aceptable, disminuye

el valor de m.



4.2.3 Regla de Gongalez

Regla propuesta en [GCO5].

Los parametros utilizados fueron: mini—10, Mmaz = 30, tolerance = 1077,

Entrada:
m;_; ultimo valor de m,
Myniciar Valor inicial de m,
Mumazima Valor maximo de m,
r residuos anteriores,
J iteracién para la cual se calcula el reinicio,
tolerancia tolerancia utilizada como criterio de parada de GMRES(m)
Salida: m; valor de reinicio para la iteracion j
Minicial = 10
si (mod((j —1),5) == 0) entonces
si (logo(|lrj—1|]) > 0) entonces
m; = min(2 * m;_1, Mmazima)
si_no
si (logyo([[rj-1ll) <0 and logy(llrj-1ll) > (2log,(tolerancia)/3))
entonces
si((j—1)>5and HTH(;;%H)H > 2) entonces
mj = max(minicialu mj—1 — W)
si_no
m; = min(mj—l + Minicial mmaxima)
fin_si
si_no
si((j—1)>5and w > 2) entonces
mj = maX(minicialu mj—1 — %)
si_no
T)’Lj = min(mj_l + 4min2iCial 5 mmaxima)
fin_si
fin_si

fin_si

Algoritmo 6: Regla de Gongalez
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4.3 Resultados por problema

La regla propuesta a pesar de aumentar el valor del reinicio m consigue un tiempo
menor en la mayoria de los casos de prueba. En general, disminuye el valor de m
a partir de un valor inicial. Si llega a un valor minimo, aumenta el valor inicial y

nuevamente disminuye m a partir de ese nuevo valor inicial.

4.3.1 Problema 1. Matriz Add20

Area: Diseifio de circuitos electrénicos
Tipo: Real no simétrica

Tamano: 2395 x 2395

Valores no-ceros: 13151

Lado derecho b: proveido con la matriz

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 1.76 x 10% ke

Figura 4.2: Estructura de Add20.



Norma de los residuos, add20.mat, tol =107°
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4.3.2 Problema 2. Matriz Cddel

Area: Dindmica de Fluidos Computacional
Tipo: Real no simétrica

Tamano: 961 x 961

Valores no-ceros: 4681

Lado derecho b: generado aleatoriamente

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 4.1 x 103

Figura 4.5: Estructura de Cddel.
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Figura 4.6: Matriz Cddel: log(||r;||/||ro||) Vs Iteraciones



Valores de reinicio, cddel.mat, tol =107

45 T T T
¢
40+ .
Q¢
¢
35 ¢ b
¢
3060y sataRAonoomes + |
g o A " DAANA
ﬁg sl ANDAN DAAAA
é +0 + ¥ AADAA AAAAA
Sa0f R T *® AAAA M
> 0 + Gae s
€ DAAA
15 +0 + + 1
+0 + +
FAAAAA a
10 +0 + +
5¢ © o 1
v
0 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70
Nro de iteraciAdn
gmres(m), t=2.0506 s., conv=1
+ - Baker gmres(m), t=1.5132 s., conv=1
& - PD-Gmres(m), t=1.2071 s., conv=1
A -+ Goncalez gmres(m), t=3.4484 s., conv=1

Figura 4.7: Matriz Cddel: Reinicios m Vs Iteraciones.

4.3.3 Problema 3. Matriz Circuit_2

Area: Simulacién de Circuitos
Tipo: Real no simétrica
Tamano: 4510 x 4510

Valores no-ceros: 21199

Lado derecho b: proveido con la matriz

Repositorio: Universida de Florida

Nro. de condicionamiento est.: 7.12 x 10°

Figura 4.8: Estructura de Circuit_2.
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4.3.4 Problema 4. Matriz Fpga_trans 01

Area: Simulacién de Circuitos

Tipo: Real no simétrica

Tamano: 1220 x 1220

Valores no-ceros: 7382

Lado derecho b: proveido con la matriz
Repositorio: Universida de Florida

Nro. de condicionamiento est.: 2.88 x 10%

nz=7382
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Figura 4.11: Estructura de Fpga_trans_01.
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Figura 4.12: Matriz Fpga_trans_01: log(||7;||/||70l]) Vs Iteraciones
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Baker gmres(m), t=5.1719 s., conv=1

PD-Gmres(m), t=3.7075 s., conv=1

Goncalez gmres(m), t=4.1181 s., conv=1

><S+ 0

Figura 4.13: Matriz Fpga_trans_01: Reinicios m Vs Iteraciones.

4.3.5 Problema 5. Matriz Orsirr_1

Area: Simulacién de Reservorio de Petréleo
Tipo: Real no simétrica N
Tamaiio: 1030 x 1030 N

Valores no-ceros: 6858

Lado derecho b: generado aleatoriamente | ™

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 1 x 102 P

Figura 4.14: Estructura de Orsirr_1.
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Norma de los residuos, orsirrl.mat, tol =107°

0 I I I I I I I

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Nro de iteraciA3n
£+ gmres(m), t=14.0693 s., conv=1
+ - Baker gmres(m), t=7.5135 s., conv=1
¢ - PD-Gmres(m), t=5.7112 s., conv=1
A -+ Goncalez gmres(m), t=14.3815 s., conv=1
Figura 4.15: Matriz Orsirr_1: log(||r;]|/]|ro]|) Vs Iteraciones
Valores de reinicio, orsirr,.mat, tol =107°
T
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o ©
L o % i
¢
mp E
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=14.0693 s., conv=1
Baker gmres(m), t=7.5135 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=5.7112 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=14.3815 s., conv=1

>+ 0

Figura 4.16: Matriz Orsirr_1: Reinicios m Vs Iteraciones.
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4.3.6 Problema 6. Matriz Orsreg_1

47

Area: Simulacién de Reservorio de Petréleo
Tipo: Real no simétrica

Tamano: 2205 x 2205

Valores no-ceros: 14133

Lado derecho b: generado aleatoriamente

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 1 x 102

nz = 14133

Figura 4.17: Estructura de Orsreg_1.

Norma de los residuos, orsregl.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n

gmres(m), t=7.6411 s., conv=1

>+

Baker gmres(m), t=6.0776 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=5.7549 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=8.0432 s., conv=1

Figura 4.18: Matriz Orsreg_1: log(||7;||/|l7ol|) Vs Iteraciones



Valores de reinicio, orsregl.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=7.6411 s., conv=1
+ - Baker gmres(m), t=6.0776 s., conv=1
$ - PD-Gmres(m), t=5.7549 s., conv=1
A Goncalez gmres(m), t=8.0432 s., conv=1

Figura 4.19: Matriz Orsreg_1: Reinicios m Vs Iteraciones.

4.3.7 Problema 7. Matriz Pde2961

Area: Modelo de un problema de EDP
Tipo: Real no simétrica

Tamano: 2961 x 2961

Valores no-ceros: 14585

Lado derecho b: generado aleatoriamente

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 9.49 x 102 Py

Figura 4.20: Estructura de Pde2961.
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Norma de los residuos, pde2961.mat, tol =107
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Nro de iteraciA3n
o gmres(m), t=7.0344 s., conv=1
+ - Baker gmres(m), t=6.1333 s., conv=1
¢ - PD-Gmres(m), t=6.8584 s., conv=1
A Goncalez gmres(m), t=6.0645 s., conv=1
Figura 4.21: Matriz Pde2961: log(||r;||/||rol|) Vs Iteraciones
Valores de reinicio, pde2961.mat, tol =107
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=7.0344 s., conv=1
Baker gmres(m), t=6.1333 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=6.8584 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=6.0645 s., conv=1

>SS+ 0

Figura 4.22: Matriz Pde2961: Reinicios m Vs Iteraciones.
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4.3.8 Problema 8. Matriz Raefskyl

Area: Flujo de Fluido Incompresible
Tipo: Real no simétrica

Tamano: 3242 x 3242

Valores no-ceros: 294276

Lado derecho b: proveido con la matriz

Repositorio: Universidad de Florida

Nro. de condicionamiento est.: 3.16 x 10%

Figura 4.23: Estructura de Raefskyl.

- Norma de los residuos, raefskyl.mat, tol =107°
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log(Ir;l/Iry). r, excluido
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Nro de iteraciA3n
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gmres(m), t=74.9149 s., conv=1

Baker gmres(m), t=34.5688 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=25.0733 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=101.6828 s., conv=1

>+

Figura 4.24: Matriz Raefskyl: log(||7;||/|l7ol|) Vs Iteraciones



Valores de reinicio, raefskyl.mat, tol =107°
50 T T T T T

m, valor de reinicio

| | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Nro de iteraciA3n

gmres(m), t=74.9149 s., conv=1

Baker gmres(m), t=34.5688 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=25.0733 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=101.6828 s., conv=1

>+

Figura 4.25: Matriz Raefskyl: Reinicios m Vs Iteraciones.

4.3.9 Problema 9. Matriz Raefsky2

Area: Flujo de Fluido Incompresible
Tipo: Real no simétrica

Tamano: 3242 x 3242

Valores no-ceros: 293551

Lado derecho b: proveido con la matriz

Repositorio: Universidad de Florida

Nro. de condicionamiento est.: 1.08 x 10*

nz = 293551

Figura 4.26: Estructura de Raefsky?2.
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log(Ir/Ir, ), r, excluido

Norma de los residuos, raefsky2.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
£ gmres(m), t=107.0721 s., conv=1
+ - Baker gmres(m), t=87.8628 s., conv=1
& - PD-Gmres(m), t=66.2726 s., conv=1
A - Goncalez gmres(m), t=107.3717 s., conv=1
Figura 4.27: Matriz Raefsky2: log(||r;||/||70||) Vs Iteraciones
Valores de reinicio, raefsky2.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=107.0721 s., conv=1
Baker gmres(m), t=87.8628 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=66.2726 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=107.3717 s., conv=1

>SS+ 0

Figura 4.28: Matriz Raefsky2: Reinicios m Vs Iteraciones.
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4.3.10 Problema 10. Matriz Rdb2048

Area: Modelo Brusselator para Reaccion Difusio:
Tipo: Real no simétrica

Tamaino: 2048 x 2048

Valores no-ceros: 12032

Lado derecho b: generado aleatoriamente

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 6.21 x 103

Figura 4.29: Estructura de Rdb2048.

Norma de los residuos, rdb2048.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=4.9181 s., conv=1
Baker gmres(m), t=4.5568 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=4.9442 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=5.5387 s., conv=1

>+

Figura 4.30: Matriz Rdb2048: log(||7;]|/||70]|) Vs Iteraciones
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Valores de reinicio, rdb2048.mat, tol =107°
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Nro de iteraciAdn

gmres(m), t=4.9181 s., conv=1

Baker gmres(m), t=4.5568 s., conv=1

PD-Gmres(m), t=4.9442 s., conv=1

Goncalez gmres(m), t=5.5387 s., conv=1

>+

Figura 4.31: Matriz Rdb2048: Reinicios m Vs Iteraciones.

4.3.11 Problema 11. Matriz Sherman4

Area: Simulacién de Reservorio de Petréleo
Tipo: Real no simétrica
Tamano: 1104 x 1104

Valores no-ceros: 3786

Lado derecho b: proveido con la matriz

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 7.2 x 103

Figura 4.32: Estructura de Sherman4.



log(Irr,)). 1, excluido

m, valor de reinicio

10

Norma de los residuos, sherman4.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
- gmres(m), t=2.3075 s., conv=1
+ - Baker gmres(m), t=1.503 s., conv=1
& - PD-Gmres(m), t=1.298 s., conv=1
A -+ Goncalez gmres(m), t=2.1583 s., conv=1
Figura 4.33: Matriz Sherman4: log(||7;||/||70||) Vs Iteraciones
Valores de reinicio, sherman4.mat, tol =107°
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>+ 0

gmres(m), t=2.3075 s., conv=1

Baker gmres(m), t=1.503 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=1.298 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=2.1583 s., conv=1

Figura 4.34: Matriz Sherman4: Reinicios m Vs Iteraciones.
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4.3.12 Problema 12. Matriz Steam?2

Area: Vapor inyectado para recuperar petréleo
Tipo: Real no simétrica
Tamano: 600 x 600

Valores no-ceros: 13760

Lado derecho b: generado aleatoriamente

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 3.5 x 106

Figura 4.35: Estructura de Steam?2.

Norma de los residuos, steam2.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=0.3742 s., conv=1
Baker gmres(m), t=0.36614 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=0.2429 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=0.36377 s., conv=1

>+

Figura 4.36: Matriz Steam2: log(||r;||/||70||) Vs Iteraciones



Valores de reinicio, steam2.mat, tol =107°
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Baker gmres(m), t=0.36614 s., conv=1

PD-Gmres(m), t=0.2429 s., conv=1

Goncalez gmres(m), t=0.36377 s., conv=1

>+

Figura 4.37: Matriz Steam2: Reinicios m Vs Iteraciones.

4.3.13 Problema 13. Matriz Wang2

Area: Ecuaciones de Continuidad de Electrones.
Tipo: Real no simétrica

Tamano: 2903 x 2903

Valores no-ceros: 19093

Lado derecho b: generado aleatoriamente

Repositorio: Universidad de Florida

Nro. de condicionamiento est.: 3.18 x 10*

Figura 4.38: Estructura de Wang?2.
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Iog(|ri|/|r0|), o excluido

Norma de los residuos, wang2.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=42.4265 s., conv=1
Baker gmres(m), t=21.849 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=18.5506 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=33.1422 s., conv=1

>SS+ 0

Figura 4.39: Matriz Wang2: log(||7;||/||70l]) Vs Iteraciones

Valores de reinicio, wang2.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=42.4265 s., conv=1
Baker gmres(m), t=21.849 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=18.5506 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=33.1422 s., conv=1

>SS+ 0

Figura 4.40: Matriz Wang2: Reinicios m Vs Iteraciones.
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4.3.14 Problema 14. Matriz Watt_1

Area: Ingenieria de Petréleo.

Tipo: Real no simétrica

Tamano: 1856 x 1856

Valores no-ceros: 11360

Lado derecho b: generado aleatoriamente
Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 5.38 x 10?

Figura 4.41: Estructura de Watt_1.

Norma de los residuos, wattl.mat, tol =107°
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=29.6244 s., conv=1
Baker gmres(m), t=8.891 s., conv=1
PD-Gmres(m), t=7.2394 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=12.5104 s., conv=1

>+ 0

Figura 4.42: Matriz Watt_1: log(||7;]|/||70l|) Vs Iteraciones



Valores de reinicio, watt,.mat, tol =107°
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|
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Nro de iteraciA3n
- gmres(m), t=29.6244 s., conv=1
+ - Baker gmres(m), t=8.891 s., conv=1
<& - PD-Gmres(m), t=7.2394 s., conv=1
A - Goncalez gmres(m), t=12.5104 s., conv=1

Figura 4.43: Matriz Watt_1: Reinicios m Vs Iteraciones.

4.3.15 Problema 15. Matriz Young3c

Area: Dispersién Actstica N\
Tipo: Real no simétrica

Tamano: 841 x 841

Valores no-ceros: 3988

Lado derecho b: generado aleatoriamente

Repositorio: Mercado de Matrices

Nro. de condicionamiento est.: 1.8 x 10% P

Figura 4.44: Estructura de Young3c.
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Norma de los residuos, young3c.mat, tol =107°
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Figura 4.45: Matriz Young3c: log(||7;||/||70ll) Vs Iteraciones
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Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=57.2634 s., conv=0
Baker gmres(m), t=57.048 s., conv=0
PD-Gmres(m), t=14.3563 s., conv=1
Goncalez gmres(m), t=57.4108 s., conv=0

>SS+ 0

Figura 4.46: Matriz Young3c: Reinicios m Vs Iteraciones.
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4.4 Consideraciones sobre estancamiento

Un método iterativo se estanca cuando ||r;|| = ||r;11]| para todo j > jo. Es decir,
cuando la norma del residuo practicamente no varia. Por otra parte, existen
problemas con convergencia lenta. En ellos, la norma del residuo decrece pero
muy lentamente.

Para evitar estancamiento y convergencia lenta, [GRLBOS| propusieron un
método, que llamamos Hybrid-GMRES. Detectan el problema de convergencia
utilizando el coseno entre dos residuos, porque también observaron residuos apro-
ximadamente paralelos en los experimentos que realizaron. Hybrid-GMRES re-
sulté mejor que Deflated GMRES para los ejemplos presentados en [GRLBOS].

En [GRLBO§| el pardmetro m es fijo, pero cuando encuentra estancamiento,
cambia el residuo para el siguiente reinicio. Es decir, usa un residuo que no
proviene directamente de GMRES, por eso lo llamamos residuo hibrido. Este se

obtiene usando una combinacién lineal de los dos ultimos residuos r; y r;_1. Es

(rjrj—1=r;s)
(rj—1=rjrj—1-rj)

decir, 1, = arj_; + (1 —a)r; donde a = — se obtuvo minimizando
la norma ||r|| (ver [Bre9g]).

A continuacién comparamos PD-GMRES, la regla propuesta en este trabajo,
con Hybrid-GMRES. Hybrid-GMRES no fue incluido en las comparaciones an-
teriores porque es en general mas lento que PD-GMRES, la regla de Baker o la
regla de Gongalez. Es mas lento porque el cdlculo del residuo hibrido incluye
operaciones vectoriales, mientras que las reglas que varian m utilizan la norma
del residuo, que es un escalar. La comparacién es cualitativa para observar si
los métodos superan el estancamiento o la convergencia lenta y encuentran la

solucion aproximada segun la tolerancia indicada.

4.4.1 Experimento de Convergencia Lenta

Como ejemplo utilizamos el Problema 15 ( 4.44). Solamente PD-GMRES con-
vergi6 para el Problema de Prueba 15 (matriz Young3c). Note que el residuo

hibrido reduce el residuo pero su comportamiento para este problema no es muy
diferente del comportamiento mostrado por GMRES(m). Ver la Figura [.4.1]
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Norma de los residuos, young3c.mat, tol =107
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Figura 4.47: Matriz Young3c: log(||7;||/||70ll) Vs Iteraciones
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Figura 4.48: Matriz Young3c: Reinicios m Vs Iteraciones.
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4.4.2 Experimentos de Estancamiento

Debemos hacer notar que, aunque la reduccion de la norma residual relativa de
PD-GMRES es mejor que la de Hybrid-GMRES, ninguno de los métodos converge
bajo la tolerancia indicada (107!). Para casos de estancamiento utilizamos las
matrices Mahindas y Shl 400. Ambas provenientes del Mercado de Matrices. Si

bien la regla que proponemos reduce el residuo, la reducciéon es poca. Ver las

figuras (LTZALD).

Matriz Mahindas

Area: Mod. Econémico de Victoria (AU 1880) N _I\\
Tipo: Real no simétrica i N |
Tamaifio: 1258 x 1258 Ny
WIN

Valores no-ceros: 7682 \l‘K
Lado derecho b: proveido N A \_&Q_

. N D :
Repositorio: Mercado de Matrices [ ™ N
Nro. de condicionamiento est.: 1.034 x 10'3 = S

Figura 4.49: Estructura de Mahindas.



Norma de los residuos, mahindas.mat, tol =10™1
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é\;, 1071 i
107°12| i
1073} i
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=124.5461 s., conv=0
<& -+ PD-Gmres(m), t=201.2183 s., conv=0
Hybrid-Gmres(m), t=124.2646 s., conv=0

Figura 4.50: Matriz Mahindas: log(||7;||/||7ol|) Vs Iteraciones

Valores de reinicio, mahindas.mat, tol = o
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Figura 4.51: Matriz Mahindas: Reinicios m Vs Iteraciones.



Matriz Shl 400

Area: Matriz bésica de un Método Simplex
Tipo: Real no simétrica
Tamano: 663 x 663

Valores no-ceros: 1712

Lado derecho b: generado aleatoriamente

Repositorio: Mercado de Matrices \\

Nro. de condicionamiento est.: 1.92 x 107 e

Figura 4.52: Estructura de Shl_400.

Norma de los residuos, shl400.mat, tol =104

1070.008 7 &
®
@
10*0.01 | ‘. n
8 -0.012 %
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S -3
3 r 3
=2 R
ii 10_0‘014 - % -
g H
o
1070061 Y |
L)
>
D
107008 4 |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Nro de iteraciA3n
gmres(m), t=35.7766 s., conv=0
& - PD-Gmres(m), t=62.8753 s., conv=0
Hybrid-Gmres(m), t=35.6848 s., conv=0

Figura 4.53: Matriz Sh1-400: log(||r;||/||rol|) Vs Iteraciones
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=107
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Este trabajo explord el cambio del parametro de reinicio m del método itera-
tivo GMRES con reinicio, denominado GMRES(m). GMRES(m) es un método
popular para la resolucion de sistemas lineales Ax = b. Varios autores han pro-
puesto el cambio de m y en general todos obtuvieron mejores resultados que usar
un valor de m fijo. La propuesta de este trabajo consiste en tratar m como un
parametro de control que varia de acuerdo con una ley inspirada en un contro-
lador PD (proporcional derivativo). Al GMRES(m) modificado con esta regla lo
denominamos PD-GMRES.

PD-GMRES mostro ser mejor que GMRES(m) y otros métodos probados que
varian m en los experimentos realizados, excepto en los Problemas 7 y 10 (ver la
Figura . Atn cuando la variacién de m no garantiza la convergencia, cambiar
m es mucho més simple que usar LQRES o LQRESD (§B).

La estrategia de control PD es una regla simple que utiliza las normas de
los tres residuos anteriores. El ajuste realizado por el controlador PD tiende a
disminuir m a partir de un valor inicial. Si el valor calculado llega a un valor
minimo, el valor inicial es incrementado y la regla comienza a disminuir m a
partir del nuevo valor inicial. Es importante resaltar que para el Problema 15
(ver [£.4.1)), PD-GMRES es el tinico método que logra converger. Sin embargo,
no resuelve el problema del estancamiento de forma general, como se puede ver
en ([4.4.2)).

La justificacion de que el cambio de m es mejor que tenerlo fijo, esta en la
observacién hecha por [BJK09, IGRLB0S| de que cuando ocurre estancamiento se
tienen residuos que si bien son decrecientes, son aproximadamente paralelos. De
esta forma, cambiar la dimension del subespacio de Krylov trata de evitar esa

repeticion de direcciones acelerando la convergencia.
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5.1 Principales contribuciones

Las principales contribuciones de este trabajo son:

e la propuesta de PD-GMRES que utiliza una regla simple en términos de
calculo y memoria para cambiar el valor de m. Esta regla estd inspirada
en un controlador PD. La misma, aunque puede aumentar el valor de m,
calcula las soluciones en un tiempo competitivo con respecto a las reglas
comparadas. En la mayoria de los casos de prueba, PD-GMRES encuentra

la soluciéon en un tiempo menor.

e cl modelado de GMRES(m) como parte de un sistema de control cuyo

residuo es llevado a cero por GMRES.

5.2 Trabajos futuros

Posibles trabajos futuros son:

e Aplicar la teoria de Control para variar parametros de otros métodos con

recurrencias largas.

e Tratar de aplicar técnicas de ajuste automatico (automatic tuning) para la

seleccion de parametros de la regla propuesta.

e El estudio de convergencia del método. Si bien la aproximacion de la deri-
vada puede considerarse como una variacion de una funcién de Lyapunov,
cuando hay estancamiento su valor es cero o practicamente cero, por lo que
no se asegura convergencia. Por otra parte, la regla propuesta aumenta m,
pero llevar m hasta la dimensién de la matriz del sistema no es computaci-

onalmente practico.

e Utilizar la parte integrativa en el controlador. Si bien el cociente de normas
de residuos solo puede ser interpretado como el coseno del angulo entre dos
residuos consecutivos, la parte integral utiliza la historia de los residuos.
Utilizar los valores de los cosenos con los angulos anteriores permitiria sa-
ber si hay buena convergencia con respecto a los residuos anteriores.Sin
embargo, su calculo es costoso porque se necesita hacer un producto inte-

rior que es una operacion vectorial.

e El estudio de la robustez cuando la operacién de multiplicacion matriz-

vector es inexacta.



ANEXO
PD-GMRES. EXPERIMENTOS PARA
SELECCIONAR a y v

Incluimos aqui los experimentos realizados para seleccionar los parametros
a, v de PD-GMRES. Esos parametros son utilizados en la ecuacion de la
seccion [3.5.3] que calcula un nuevo valor para m a partir de su valor anterior.

Para facilitar la lectura, la repetimos:

il Mgl = s

75| 2|l

mj =mj_1 + |« (5.1)
Los valores probados fueron: o € [2,9] y v € [-9, —2]. Los valores para 7 son
negativos porque buscamos disminuir m y los valores de las normas de los residuos
generados por GMRES(m) forman una sucesién de valores monoténicamente no
crecientes.
Aunque la eleccion de esos intervalos fue arbitraria, se tuvo en cuenta:

llri—1ll
ll7j—2|l

Por otra parte, la parte proporcional es parecida a la regla de Baker

e Parte proporcional: El Cociente
lIrj—all
lIrj—2ll”
sin necesidad de ejecutar las sentencias ¢f y sin usar un valor fijo para m.

esta acotado por 1 dado que cos(Z(rj_1,7j_2)) =

Baker et. al. utilizan el valor de disminucién 3 [BJK09] y ese valor esta en

el intervalo [2,9].

e Parte derivativa: No esta acotada. En los experimentos realizados, la mayor
reduccion de la norma de los residuos es entre el residuo inicial rq y el residuo
r1, luego la variacion de las normas no es muy grande. Para que el efecto de
la parte derivativa pueda notarse y que no sea extremadamente grande en

comparacion con la parte proporcional, eligimos valores enteros del intervalo

[_97 _2]

Ejecutamos PD-GMRES con 64 pares («, ) para cada problema y medimos
los tiempos de ejecucién. También ejecutamos GMRES(30) para cada problema.
Usamos el tiempo relativo que es el cociente entre w Buscamos el par

GMRES(30=

de enteros () que minimice la sumatoria de tiempos relativos de los problemas.
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, 15 {(PD — GMRES(m))
BE 2 {(GMRES(30))

(a€[2,9]7)€[-9,-2] T~ |

(5.2)

Este apéndice incluye un resumen de los tiempos relativos, los mejores 10 ti-
empos relativos, con sus respectivos valores de o y v. Ademas por cada problema,
se incluyen los tiempos de ejecucién para cada par («,y) y los respectivos mejores
10 tiempos.

Todos los experimentos fueron hechos utilizando Matlab para Linux en una
pc con Kubuntu 9.1 instalado. El procesador de la PC es Intel Centrino Core 2
Duo y su memoria RAM es de 2Mb.

5.3 Eleccion

El mejor par (a,7), segtn el criterio utilizado [5.2] es (3, —9) . Aunque la mayoria
de las veces, la derivada tiene un valor pequeno, no esta acotada. Un valor grande
podria producir variaciones grandes en los valores de m y la regla que usa PD-
GMRES podria hacer crecer rapidamente el valor de m. Tratamos hacer crecer
m de una forma conservadora, por lo que buscamos utilizar un valor distinto de
—9 que dé un peso un poco menor a la parte derivativa del controlador. Debido a
eso, probamos el par (3, —5) y comparamos sus resultados con los del par (3, —9).
Los tiempos obtenidos usando (3,—5) no son muy diferentes que los tiempos
obtenidos por el par (3,—9) y en algunos casos son mejores. Entonces, elegimos
el par (3,—5) como el par (a,7) de PD-GMRES(m). Este par obtiene buenos
tiempos, pero hay que notar que para cada problema hay diferentes valores de

(ar, ) que mejores tiempos.
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Tabla 5.1: Tiempos por problema y algoritmo. a = 3, v = —9, 5 mediciones de

tiempo.
GMRES(30) Baker gmres(m) PD-GMRES(m) Goncalez gmres(m)
Prob. Tiempo (seg.) Tiempo (seg.) Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)

Prom. Var. Prom. Var. Prom. Var. Prom. Var.

1 17.7437 0.2249 9.2157 0.1691 8.3891 0.0391 11.5592 0.6475

2 2.3194 0.2304 1.6069 0.0613 1.2020 0.0029 2.8601 0.0785

3 36.8237 4.1522 36.8000 0.8138 | 22.7708 0.7612 42.8250 1.8919

4 18.1224 2.1586 7.4236 0.6125 5.4094 0.1202 18.5770 2.6519

5 13.4254 3.8832 7.1122 0.0791 5.7252 0.0635 13.7273 7.7392

6 7.8283 0.2939 6.4592 0.1335 5.6803 0.1613 7.4054 0.7335

7 7.1557 0.1997 6.2200 0.0087 6.6989 0.2364 6.2554 0.0819

8 99.4634 | 44.9464 42.5339 | 11.1245 | 29.1733 1.7404 | 103.1257 | 137.2238

9 | 136.1778 3.6739 | 109.1609 | 28.4982 | 62.8267 | 22.7748 | 135.9549 3.5176

10 5.0067 0.1503 5.0617 0.0418 4.6538 0.1044 5.7373 0.2307

11 2.2404 0.0062 1.4729 0.0082 1.4016 0.0149 2.2317 0.0103

12 0.3702 0.0013 0.3600 0.0004 0.2411 0.0001 0.4044 0.0004

13 40.9925 | 82.4614 19.9110 0.6172 | 17.6929 0.3600 30.4704 6.7038

14 27.9854 1.0376 7.8887 0.1657 6.7007 0.3772 14.2184 1.0643

15 20.4976 0.0237 19.8914 0.0288 | 18.1970 6.9985 20.1603 0.0258

Tabla 5.2: Tiempos por problema y algoritmo. a = 3, v = —5, 5 mediciones de

tiempo.
GMRES(30) Baker gmres(m) PD-GMRES(m) Goncalez gmres(m)
Prob. Tiempo (seg.) Tiempo (seg.) Tiempo (seg.) Tiempo (seg.)

Prom. Var. Prom. Var. Prom. Var. Prom. Var.

1 18.1387 0.2225 9.1783 0.2854 9.0660 | 0.2560 11.8612 0.6479

2 2.3045 0.0252 1.7723 0.0183 1.2431 | 0.0118 2.6682 0.1520

3 39.2656 2.6792 35.9989 0.1007 | 25.8835 | 1.2464 42.4748 3.4607

4 18.0162 0.7852 7.4224 0.6425 5.6771 | 0.0692 20.0125 3.7830

5 15.1051 3.4572 7.2497 0.1061 5.8543 | 0.0157 13.6404 7.5766

6 8.1578 0.0775 6.3799 0.0324 5.6494 | 0.0713 7.0320 0.0387

7 7.2520 0.1056 6.2792 0.0114 6.8923 | 0.1572 6.0718 0.1167

8 94.2983 | 12.3607 43.2208 | 10.7898 | 26.3677 | 5.0020 95.2004 | 32.9560

9 | 140.4406 4.7902 | 113.0927 | 11.9849 | 69.4782 | 2.4265 | 140.2685 5.7715

10 5.0658 0.1379 5.0270 0.1072 4.5223 | 0.0366 5.5111 0.2848

11 2.2922 0.0028 1.3700 0.0156 1.3356 | 0.0087 2.2822 0.0342

12 0.3957 0.0010 0.3540 0.0002 0.2450 | 0.0005 0.4147 0.0005

13 37.9822 | 32.7382 19.9589 0.8582 | 17.2837 | 0.9935 36.0783 | 19.9427

14 28.5128 0.4900 8.1348 0.2925 7.4021 | 0.5123 14.1173 5.6670

15 20.4496 0.0042 19.9419 0.0539 | 18.1827 | 4.0652 20.0906 0.0091

Notar que en la tabla de tiempo, los problemas més grandes (matrices con

mayor dimension) tienen varianzas relativamente grandes. Esto se deberia a que

para hacer los calculos el programa usaria memoria auxiliar (manejada directa-

mente por el programa Matlab o por el sistema operativo) pero eso no esta bajo

el control del programador.



5.4 Resumen de tiempos relativos
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-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

2| 9.9933 | 9.0770 | 8.9532 | 9.1054 | 9.1249 | 9.4848 | 9.2532 | 9.8774

3| 8.6881 | 9.5174 | 9.4579 | 9.2113 | 9.0489 | 9.1039 | 9.3484 | 9.2673

4| 89292 | 9.1588 | 9.3705 | 9.4879 | 9.4287 | 9.3195 | 9.1447 | 9.2452

5| 9.5002 | 9.1723 | 9.2949 | 9.2319 | 9.5033 | 9.6774 | 9.5098 | 9.5893

¢ 6| 9.3876 | 9.4667 | 9.5873 | 9.2314 | 9.2485 | 9.3048 | 9.6437 | 9.8889

71 9.6774 | 9.4461 | 9.5015 | 9.7570 | 9.8140 | 9.7507 | 9.6046 | 9.3199

8| 9.5715 | 9.4566 | 9.9125 | 9.7014 | 9.9797 | 10.0522 | 9.8257 | 10.0500

9 | 10.2221 | 9.8085 | 10.1873 | 10.3653 | 10.5971 | 11.3001 | 11.2451 | 11.2556
Tabla 5.3: Sumatoria de tiempos relativos. tabla(a,y) = pr§1 %

Tabla 5.4: Menores tiempos relativos. tiempo(a,~y) =

tiempo(a,y) | a | 7
8.6881 | 3| -9
8.9292 | 4| -9
89532 | 2| -7
9.0489 | 3| -5
9.0770 | 2| -8
9.1039 | 3| 4
9.1054 | 2| -6
9.1249 | 2| -5
9.1447 | 4| -3
9.1588 | 4| -8

15

prob=1

$* UPD-GMRES)
t(GMRES(30)
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5.5 Tiempos de ejecucion de GMRES(30)

Problema Nro | t(GM RES(30))
1 18.9662
2 1.7762
3 35.1057
4 17.4037
) 11.4426
6 9.0011
7 7.3444
8 93.4329
9 138.6711

10 5.1355
11 2.1969
12 0.3787
13 56.0413
14 27.8590
15 17.5404

Tabla 5.5: Tiempo de ejecucién de GM RES(30) en segundos

5.6 Problema 1. Matriz add20

9 -8 7 6 5 4 -3 2

9.1124 | 9.4739 | 8.6595 | 9.1090 | 9.4072 | 8.7009 | 9.1247 | 9.6358

9.0287 | 8.3207 | 8.9940 | 8.9089 | 8.8462 | 9.6092 | 8.9637 | 9.1248

8.9611 | 8.4491 | 8.0750 | 8.5609 | 8.7568 | 9.2072 | 9.0341 | 9.4289

9.2635 | 9.3139 | 9.0249 | 9.5615 | 8.6650 | 9.2379 | 8.8206 | 9.2880

8.8409 | 9.0628 | 9.0646 | 9.1710 | 8.9127 | 9.1201 | 9.6596 | 8.8432

9.3630 | 9.0533 | 9.0861 | 9.3618 | 8.3633 | 9.1152 | 9.1042 | 8.6472

9.1858 | 9.8540 | 9.2594 | 9.4584 | 9.4601 | 9.6143 | 8.9122 | 9.0457

O | 0| ||| W N

8.9150 | 9.1797 | 9.3092 | 9.5774 | 9.7818 | 9.5269 | 10.1061 | 9.9854

Tabla 5.6: add20.mat, PD-GMRES, tiempo(c,y) en segundos



tiempo(a,y) | a | 7
8.0750 | 4 | -7
8.3207 | 3| -8
8.3633 | 7| -5
8.4491 | 4| -8
8.5609 | 4| -6
8.6472 | 7| -2
8.6595 | 2| -7
8.6650 | 5| -5
8.7009 | 2 | 4
8.7568 | 4| -5

Tabla 5.7: add20.mat, 10 menores tiempos, t(a, ) en segundos

5.7 Problema

2. Matriz Cddel

5

-9 -8 -7 -6 -9 -4 -3 -2

2| 1.5863 | 1.2905 | 1.3506 | 1.3555 | 1.2837 | 1.2947 | 1.5042 | 1.5615

31 1.2280 | 1.3615 | 1.2047 | 1.3133 | 1.4361 | 1.2863 | 1.4423 | 1.1961

41 1.1479 | 1.2301 | 1.3578 | 1.3303 | 1.2969 | 1.3550 | 1.2334 | 1.1483

5| 1.2342 | 1.2091 | 1.1615 | 1.1990 | 1.2665 | 1.2603 | 1.2631 | 1.1516

¢ 6 | 1.3051 | 1.1593 | 1.3810 | 1.2070 | 1.1891 | 1.0698 | 1.2754 | 1.5013
71 1.0903 | 1.1567 | 1.0746 | 1.1439 | 1.2688 | 1.3149 | 1.1801 | 1.1363

8 | 1.0625 | 1.0779 | 1.3630 | 1.0597 | 1.2690 | 1.2401 | 1.1221 | 1.2910

9] 1.3769 | 1.2653 | 1.4734 | 1.4670 | 1.4806 | 1.6780 | 1.5970 | 1.7637

Tabla 5.8: cddel.mat, PD-GMRES, tiempo(«, ) en segundos



5.8 Problema 3. Matriz Circuit_2

tiempo(a,y) | a | 7
1.0597 | 8 | -6
1.0625 | 8 | -9
1.0698 | 6 | -4
1.0746 | 7| -7
1.0779 | 8 | -8
1.0903 | 7| -9
1.1221 | 8 | -3
1.1363 | 7| -2
1.1439 | 7| -6
1.1479 | 4| -9

Tabla 5.9: cddel.mat, 10 menores tiempos, t(a, ) en segundos

76

-9

-8

-7

-6

-9

-4

-3

-2

25.8248

24.3137

26.7275

27.0950

27.7192

29.9316

31.5299

37.4870

24.0981

23.1399

25.2738

25.8074

25.5549

28.1099

29.0866

32.4266

22.7782

24.3831

23.7876

24.4652

24.9476

25.9578

27.8487

30.3675

22.2450

22.8903

23.0897

24.2370

25.7785

25.0809

27.8775

29.3623

22.1081

22.8574

24.5182

23.5251

24.7356

24.5649

27.5704

27.3872

21.9014

22.5205

24.1175

24.5486

24.2917

25.5954

26.7287

27.2581

21.6161

22.4257

22.8447

24.9837

24.0273

25.1234

25.8160

27.4525

O |0 ||| O = W | N

22.7354

23.6294

24.2492

24.8057

26.1086

26.1223

26.5231

29.6933

Tabla 5.10:

circuit_2.mat, PD-GMRES, tiempo(c, ) en segundos




tiempo(av, )

21.6161

21.9014

22.1081

22.2450

22.4257

22.5205

22.7354

22.7782

22.8447

22.8574

||k |lOo|N|lw|lo|oy| 3|02
1
co

Tabla 5.11: circuit_2.mat, 10 menores tiempos, t(c,y) en segundos

5.9 Problema

4. Matriz Fpga trans 01

7

-9 -8 -7 -6 - -4 -3 -2

21 7.2501 | 6.0193 | 6.9016 | 6.4935 | 7.1315 | 6.3855 | 6.8704 | 6.6769

3 16.1711 | 5.6154 | 5.7403 | 6.5627 | 6.7677 | 5.7800 | 6.0342 | 6.9109

41 5.7198 | 5.5928 | 5.9306 | 5.8678 | 6.0982 | 5.8737 | 6.0195 | 5.9499

5 | 54572 | 5.2796 | 5.7017 | 5.3091 | 5.6335 | 5.4257 | 5.7897 | 5.9110

¢ 6 | 5.2667 | 5.6699 | 5.7304 | 5.6479 | 5.5371 | 5.8546 | 5.1423 | 5.3740
7| 5.3424 | 5.4568 | 5.1945 | 5.2849 | 5.4097 | 5.3056 | 5.3588 | 5.7562

8 1 5.2590 | 5.3472 | 5.4917 | 5.1778 | 5.4960 | 5.7698 | 5.3755 | 5.7209

9 ] 5.4860 | 5.4503 | 5.6264 | 6.1171 | 5.2417 | 5.5629 | 5.6365 | 5.7455

Tabla 5.12: fpga_trans_01.mat, PD-GMRES, tiempo(a, ) en segundos



tiempo(a,y) | a | 7
5.1423 | 6 | -3
5.1778 | 8 | -6
5.1945 | 7| -7
52417191 -5
5.2590 | 8| -9
5.2667 | 6 | -9
9.2796 | 5| -8
52849 | 7| -6
5.3056 | 7| -4
5.3091 | 5| -6

Tabla 5.13: fpga_trans_0l.mat, 10 menores tiempos, t(c,y) en segundos

5.10 Problema 5. Matriz Orsirr_1

78

-9

-8

-7 -6

-9

-4

-3

-2

7.5900

6.7778

6.2254 | 6.5786

6.5237

6.3487

7.0570

6.4537

D.7475

5.8847

5.8858 | 6.1307

5.8146

6.1502

5.8437

5.9368

5.9986

5.8616

5.5474 | 5.7954

5.8888

6.2224

5.8000

5.8416

5.5092

5.7178

6.2862 | 5.7611

5.5570

6.3667

5.5527

0.8448

5.4935

5.4959

6.0335 | 5.5768

5.7032

6.0392

5.7159

6.0614

6.0024

5.8011

5.7813 | 5.9016

6.1672

5.7985

2.8781

2.7792

5.5960

5.7549

5.9938 | 5.6924

5.9040

5.7997

5.8252

2.9250

O[O0 ||| Ot = W | N

5.8514

5.8476

6.3067 | 6.4844

6.2980

6.2878

6.7368

6.3466

Tabla 5.14: orsirr_1.mat, PD-GMRES, tiempo(«, ) en segundos



tiempo(a,y) | a | 7
5.4935 | 6 | -9
5.4959 | 6 | -8
55092 | 51 -9
5.5474 | 4| -7
5.5527 | 5| -3
5.5570 | 5| -5
5.5768 | 6 | -6
5.5960 | 8 | -9
0.6924 | 8 | -6
5.7032 | 6 | -5

Tabla 5.15: orsirr_l.mat, 10 menores tiempos, t(a, ) en segundos

5.11 Problema 6. Matriz Orsreg_1

79

-9 -8 -7 -6 -9 -4 -3 -2

2 1 5.7701 | 6.1957 | 5.9881 | 5.9584 | 5.8789 | 6.4123 | 6.4906 | 6.4755

3| 5.8037 | 5.9632 | 5.6947 | 6.1101 | 6.1057 | 5.7968 | 5.9565 | 6.0332
415.9935 | 5.9465 | 5.9414 | 6.1115 | 6.2983 | 5.9472 | 6.1524 | 6.4233

5 ] 6.3226 | 5.8710 | 5.9426 | 5.6172 | 6.1887 | 6.1465 | 6.2853 | 5.9779

¢ 6 | 5.7907 | 5.8552 | 6.0794 | 5.8225 | 6.2597 | 5.8980 | 6.0747 | 6.0845
716.1782 | 5.9512 | 5.9620 | 5.8173 | 6.4259 | 5.8608 | 6.0551 | 6.0279

8 16.2925 | 6.1551 | 6.3019 | 5.9306 | 6.1912 | 5.9250 | 6.2333 | 6.2088

9 16.3514 | 6.6521 | 6.7920 | 6.3988 | 6.3484 | 6.6160 | 6.3446 | 6.4114

Tabla 5.16: orsreg_1.mat, PD-GMRES, tiempo(c,~y) en segundos



tiempo(a,y) | a | 7
5.6172 | 5 | -6
5.6947 | 3| -7
2.7701 | 2| -9
5.7907 | 6 | -9
5.7968 | 3 | 4
5.8037 | 3| -9
5.8173 | 7| -6
5.8225 | 6| -6
5.8552 | 6| -8
5.8608 | 7| -4

Tabla 5.17: orsreg_l.mat, 10 menores tiempos, (o, ) en segundos

5.12 Problema 7. Matriz Pde2961

80

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

2 | 8.6541 | 7.2618 | 7.4163 | 6.7139 | 6.9095 | 7.4818 | 8.0446 | 7.1475

3| 6.8829 | 7.0540 | 7.2222 | 7.2289 | 6.6265 | 6.8068 | 6.9876 | 7.3310

41 7.0306 | 6.9045 | 7.3111 | 7.1158 | 7.2306 | 6.6786 | 6.7610 | 6.7145

5 | 7.3922 | 7.4830 | 7.5408 | 7.7853 | 7.0869 | 7.2274 | 7.2713 | 6.7152

¢ 6 | 7.6136 | 7.5416 | 7.5045 | 7.0576 | 7.0143 | 7.0827 | 7.2858 | 7.0709
7| 7.3579 | 71738 | 7.1347 | 7.2897 | 7.2120 | 7.8800 | 7.2937 | 7.0556

8 16.9915 | 6.9022 | 7.2564 | 7.1936 | 7.0266 | 7.3431 | 7.4094 | 8.1576

9 183670 | 7.3506 | 7.2293 | 6.9155 | 7.2009 | 7.5219 | 8.0111 | 8.1661

Tabla 5.18: pde2961.mat, PD-GMRES, tiempo(a,y) en segundos



tiempo(a,y) | a | 7
6.6265 | 3 | -5
6.6786 | 4 | -4
6.7139 | 2 | -6
6.7145 | 4 | -2
6.7152 | 5| -2
6.7610 | 4 | -3
6.8068 | 3 | -4
6.8829 | 3| -9
6.9022 | 8 | -8
6.9045 | 4 | -8

Tabla 5.19: pde2961.mat, 10 menores tiempos, (o, ) en segundos

5.13 Problema

8. Matriz Raefskyl

81

v
-9 -8 -7 -6 -9 -4 -3 -2

2| 32,9456 | 32.0912 | 26.1548 | 23.1743 | 24.0818 | 25.8203 | 25.3873 | 30.3965

31 27.5274 | 29.1414 | 29.1394 | 30.2545 | 30.4138 | 27.7528 | 27.6350 | 28.1138

41 37.7081 | 35.5093 | 32.7549 | 36.8632 | 35.4236 | 37.6494 | 30.2080 | 35.0229

5 | 38.6072 | 33.9807 | 37.6855 | 32.4355 | 30.9802 | 40.0465 | 39.7440 | 35.1918

¢ 6 | 33.5572 | 38.8508 | 34.1816 | 37.3028 | 38.2261 | 35.7473 | 35.6457 | 28.1017
7| 38.6837 | 35.3903 | 39.0740 | 47.8397 | 34.9564 | 37.3400 | 33.6186 | 38.3690

8 | 40.2391 | 38.3444 | 43.7099 | 43.2453 | 33.1200 | 41.7459 | 37.7707 | 40.6119

9 ] 43.2851 | 44.2043 | 41.8408 | 41.9384 | 37.6187 | 50.3931 | 41.9500 | 42.8111

Tabla 5.20: raefskyl.mat, PD-GMRES, tiempo(c, ) en segundos




tiempo(a,y) | a | 7
23.1743 | 2 | -6
24.0818 | 2| -5
25.3873 | 2| -3
258203 | 2| 4
26.1548 | 2| -7
275274 | 3| -9
27.6350 | 3| -3
27.7528 | 3| 4
28.1017 | 6 | -2
28.1138 | 3| -2

Tabla 5.21: raefskyl.mat, 10 menores tiempos, t(a, ) en segundos

5.14 Problema 9. Matriz Raefsky2

82

v
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

2 | 50.3869 | 51.1558 | 42.9663 | 48.2038 | 49.0124 | 50.6449 | 51.9158 | 62.8643

3 162.9695 | 65.1750 | 69.3956 | 70.2214 | 62.4616 | 72.5152 | 74.1929 | 61.3672

41 71.8042 | 66.6983 | 80.0821 | 70.8089 | 79.1926 | 78.8578 | 79.5169 | 72.8385

5| 74.9215 | 72.6534 | 72.2906 | 70.3261 | 84.7337 | 81.1971 | 78.8377 | 81.2869

¢ 6 | 67.7373 | 68.8593 | 79.3767 | 73.0470 | 74.0935 | 75.0127 | 74.8093 | 80.5275
7| 75.1249 | 79.3338 | 72.3069 | 72.0640 | 78.4651 | 78.6297 | 68.0960 | 76.0215

8 | 70.4985 | 67.5677 | 72.1533 | 76.2182 | 71.1474 | 75.6824 | 76.8120 | 72.6755

9 | 67.8661 | 68.9237 | 67.7228 | 77.6144 | 76.5451 | 81.7872 | 83.8732 | 76.8884

Tabla 5.22: raefsky2.mat, PD-GMRES, tiempo(c, ) en segundos




5.15 Problema 10. Matriz Rdb2048

tiempo(av, )

42.9663

48.2038

49.0124

50.3869

50.6449

51.1558

51.9158

61.3672

62.4616

62.8643

N wlwid| oo o NN
1
i

Tabla 5.23: raefsky2.mat, 10 menores tiempos, t(a, ) en segundos

83

-9 -8 -7 -6 - -4 -3 -2

2| 5.8441 | 4.7413 | 4.4591 | 4.7989 | 5.1221 | 4.5066 | 4.5539 | 5.2811

3| 4.5698 | 4.7685 | 4.5862 | 4.7721 | 4.8062 | 4.7730 | 4.8014 | 5.2199

41 4.6942 | 4.7730 | 4.4647 | 4.8726 | 5.0090 | 4.4657 | 4.3913 | 4.9189

5 | 4.7520 | 4.7426 | 4.8304 | 4.9487 | 5.0007 | 5.0803 | 4.6826 | 5.0850

“ 6 | 5.2024 | 4.6802 | 4.7480 | 5.2213 | 4.8693 | 4.3269 | 4.5456 | 4.5702
7| 4.7482 | 4.4438 | 4.5584 | 4.6257 | 4.7824 | 5.0053 | 4.8288 | 4.6342

8 | 4.9605 | 4.9102 | 4.6916 | 4.6234 | 5.1893 | 5.0358 | 4.7406 | 4.6619

9| 4.6183 | 4.6109 | 5.2683 | 4.8516 | 5.6438 | 5.1092 | 5.4323 | 5.1127

Tabla 5.24: rdb2048.mat, PD-GMRES, tiempo(«,y) en segundos



tiempo(a,y) | a | 7
4.3269 | 6 | -4
4.3913 | 4| -3
4.4438 | 7| -8
44591 | 2| -7
4.4647 | 4| -7
4.4657 | 4| 4
4.5066 | 2| -4
4.5456 | 6 | -3
45539 | 2| -3
4.5584 | 7| -7

Tabla 5.25: rdb2048.mat, 10 menores tiempos, t(cq,y) en segundos

5.16 Problema 11. Matriz Sherman4

84

-9 -8 -7 -6 -9 -4 -3 -2

2119042 | 1.4091 | 1.4820 | 1.5852 | 1.2901 | 1.4705 | 1.2987 | 1.4246

3| 1.6404 | 1.6063 | 1.2637 | 1.3401 | 1.4407 | 1.2878 | 1.3001 | 1.4497

41 1.5493 | 1.3550 | 1.5178 | 1.5402 | 1.4707 | 1.2816 | 1.5564 | 1.5219

o | 1.5441 | 1.3829 | 1.3610 | 1.5622 | 1.6986 | 1.5520 | 1.4380 | 1.6481

¢ 6 | 1.5636 | 1.7274 | 1.5507 | 1.3891 | 1.3470 | 1.4551 | 1.4641 | 1.5533
7 11.6559 | 1.7081 | 1.5597 | 1.6041 | 1.7878 | 1.5535 | 1.5307 | 1.3038

8| 1.6474 | 1.5780 | 1.7399 | 1.5238 | 1.8635 | 1.6514 | 1.4727 | 1.3609

9| 1.8177 | 1.7087 | 1.9262 | 1.7085 | 1.8569 | 2.0654 | 1.9259 | 1.8590

Tabla 5.26: sherman4.mat, PD-GMRES, tiempo(c,~y) en segundos



tiempo(a,y) | a | 7
1.2637 | 3 | -7
1.2816 | 4 | 4
1.2878 | 3| 4
1.2901 | 2| -5
1.2987 | 2| -3
1.3001 | 3| -3
1.3038 | 7| -2
1.3401 | 3| -6
1.3470 | 6 | -5
1.3550 | 4 | -8

Tabla 5.27: sherman4.mat, 10 menores tiempos, (o, ) en segundos

5.17 Problema 12. Matriz Steam?2

85

-9 -8 -7 -6 -9 -4 -3 -2

21 0.3137 | 0.2964 | 0.2831 | 0.2970 | 0.2934 | 0.4106 | 0.2926 | 0.3289

31 0.2832 | 0.4352 | 0.4405 | 0.2871 | 0.2820 | 0.3206 | 0.2626 | 0.2629
410.2469 | 0.2648 | 0.3163 | 0.2988 | 0.2858 | 0.2526 | 0.2558 | 0.2936

5 1 0.2452 | 0.2476 | 0.2489 | 0.2455 | 0.2536 | 0.2522 | 0.2597 | 0.2676

¢ 6 | 0.2458 | 0.2946 | 0.2911 | 0.2506 | 0.2554 | 0.2585 | 0.2695 | 0.3637
7 10.2537 | 0.2259 | 0.2345 | 0.3012 | 0.2823 | 0.2622 | 0.3071 | 0.2456

8 10.2730 | 0.2311 | 0.2663 | 0.3483 | 0.3522 | 0.3420 | 0.3061 | 0.3395

9 10.3036 | 0.3038 | 0.2620 | 0.3065 | 0.3962 | 0.4983 | 0.4081 | 0.4244

Tabla 5.28: steam2.mat, PD-GMRES, tiempo(c,~y) en segundos



5.18 Problema 13. Matriz Wang?2

tiempo(a,y) | a | 7
0.2259 | 7 | -8
0.2311 | 8| -8
02345 | 7| -7
0.2452 | 5] -9
0.2455 | 5| -6
0.2456 | 7| -2
0.2458 | 6 | -9
0.2469 | 4 | -9
0.2476 | 5| -8
0.2489 | 5| -7

Tabla 5.29: steam2.mat, 10 menores tiempos, t(«, ) en segundos

86

v
-9 -8 -7 -6 -0 -4 -3 -2

21 15.5074 | 14.7866 | 16.5890 | 16.6881 | 18.1382 | 15.1031 | 14.1036 | 16.2754

3| 15.1154 | 16.8642 | 17.3246 | 16.9363 | 17.4406 | 17.0763 | 19.7105 | 15.1361

4| 18.1388 | 16.7190 | 16.2620 | 18.8859 | 19.9097 | 17.5416 | 16.2559 | 14.2218

5 1 20.3978 | 19.6427 | 19.1042 | 19.0401 | 19.9920 | 18.3791 | 21.1071 | 19.2953

“ 6 | 20.3268 | 20.8336 | 20.3509 | 20.8890 | 20.0179 | 19.3293 | 19.3692 | 18.6492
71 21.4085 | 21.7742 | 19.9058 | 19.1009 | 19.6360 | 20.1638 | 19.8924 | 21.1160

8 | 21.1576 | 20.3097 | 21.2009 | 20.2932 | 19.2466 | 22.2853 | 19.4327 | 18.7292

9 123.2235 | 21.0665 | 22.0154 | 20.0734 | 21.8549 | 21.0831 | 22.0650 | 21.2255

Tabla 5.30: wang2.mat, PD-GMRES, tiempo(«, ) en segundos
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tiempo(av, )
14.1036
14.2218
14.7866
15.1031
15.1154
15.1361
15.5074
16.2559
16.2620
16.2754
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Tabla 5.31: wang2.mat, 10 menores tiempos, (o, ) en segundos

5.19 Problema 14. Matriz Watt_1

-9 -8 -7 -6 5 4 -3 -2

9.4119 | 8.1320 | 8.4404 | 6.4725 | 6.0980 | 6.7824 | 6.8461 | 6.2582

7.5139 | 8.0133 | 9.3596 | 7.9299 | 7.1389 | 7.6409 | 7.7698 | 8.1966

7.9733 | 7.7628 | 7.4875 | 8.4023 | 8.1297 | 8.7756 | 7.3946 | 7.3732

8.5721 | 7.6327 | 7.9199 | 7.4562 | 8.4631 | 8.3224 | 6.4946 | 7.9187

7.5520 | 7.8801 | 6.6099 | 7.0447 | 8.4796 | 7.9440 | 9.2138 | 8.0666

9.2867 | 8.7058 | 9.9589 | 8.3824 | 9.5535 | 8.6707 | 8.7526 | 8.1668

8.2961 | 8.7548 | 8.6237 | 8.8259 | 8.9350 | 8.3708 | 8.5099 | 9.1005

O[O0 ||| O =~ W | N

8.4501 | 8.5618 | 9.4152 | 9.1921 | 8.7764 | 9.3432 | 10.2627 | 9.7716

Tabla 5.32: watt_l.mat, PD-GMRES, tiempo(«, ) en segundos



tiempo(a,y) | a | 7
6.0980 | 2 | -5
6.2582 | 2| -2
6.4725 | 2 | -6
6.4946 | 5 | -3
6.6099 | 6 | -7
6.7824 | 2 | 4
6.8461 | 2 | -3
7.0447 | 6| -6
71389 | 3| -5
73732 | 4] -2

Tabla 5.33: watt_l.mat, 10 menores tiempos, t(c, ) en segundos

5.20 Problema 15. Matriz Young3c

88

-9

-8

-7

-6

-9

-4

-3

-2

14.4051

16.2694

15.4388

17.5393

18.0598

17.6453

14.1202

16.5457

12.6826

17.7829

18.1792

17.1299

15.5883

15.2744

18.9976

16.2509

15.4895

21.1971

19.9801

19.5818

17.1939

20.3618

18.1106

15.9977

22.4269

20.2666

20.6353

19.0308

19.6038

21.5513

20.6551

20.1316

21.7327

20.3326

20.0330

19.5782

19.2360

22.7501

22.9536

22.0829

24.6792

23.2625

24.9742

23.8934

22.7567

21.9808

21.8091

21.1947

24.2053

24.5318

24.4477

22.0333

22.5421

22.9584

25.5620

24.0994

O |0 ||| O = W | N

25.5897

21.8154

22.8238

26.8142

23.0934

24.3666

26.6859

25.9052

Tabla 5.34:

young3c.mat, PD-GMRES, tiempo(a, ) en segundos




tiempo(a,y) | a | 7
12.6826 | 3 | -9
14.1202 | 2| -3
14.4051 | 2 | -9
152744 | 3| 4
15.4388 | 2| -7
15.4895 | 4| -9
15.5883 | 3 | -5
15.9977 | 4 | -2
16.2509 | 3 | -2
16.2694 | 2 | -8

Tabla 5.35: young3c.mat, 10 menores tiempos, t(«, ) en segundos
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APENDICE A

RESIDUOS PARALELOS Y MATRICES
SIMETRICAS

Teoremas que muestran que en el limite los residuos intercalados r;_1 y 741

son paralelos si la matriz A es simétrica [BJK09).

Lema 5 (Restricciones equivalentes). Dada A € R™™ simétrica o anti-simétrica

yw,y € R", que se cumpla w1l AK,,(A,y) es equivalente a y L ATK,, (AT, w).

Demostracion. Reescribiendo el subespacio de Krylov AK,, (A, y) = Yp—1" oy Aky

y usando el producto interior (w,y) = y?w, wl AK,,(A,y) puede escribirse como

(w, S Aly) = 0
27IZL:I <w7 akAky> =0
Yoyt ATw =0 (A.1)

Reagrupando los términos en la expresion anterior

Yoyt (ATw) =0
S (ATw, y) =0
(y, B o ATw) = 0 (A.2)

De la tiltima ecuacién obtenemos que w_L AK,,(A, y) es equivalente a y L AT K,,, (AT, w).
[l

Un angulo secuencial Z(r;,r;_1) es el angulo entre dos residuos consecutivos
r; and r;_1. Angulos secuenciales pequenos indican estancamiento.

Un éangulo intercalado Z(r;y1,7;-1) es el angulo entre residuos intercalados,
por ejemplo entre r; 1 y 7,1 Si el &ngulo intercalado es pequeno, significa que se

estan generando residuos casi paralelos.

Teorema 1 (Angulo entre residuos secuenciales[BJK09]). Sea r;1 el residuo de

GMRES(m) en la iteracion i + 1, y r; el residuo en la iteracion i.
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Entonces el dngulo entre los residuos estd dado por

cos(Z(rit1,1i) = ”ﬁﬁ”

Demostracion. El residuo ¢ + 1 de GMRES(m) puede ser escrito como 7,41 =
ri — AVyy donde r; 1 1 AV,,y porque y se obtiene usando minimos cuadrados.

min||b — Az|| es equivalente a min||.||

Figura A.1: r; — AV,,,y LAV,,y, where r; 1 =1, — AV,,,y

Luego calculamos

cos(Z(riy1,1i) = i i) (A.3)

il

Primero consideramos el producto interior

(Tig1,73) = (Tig1, Tig1 + AViy)
<Ti+17ri> = <’f’z’+1,'f’i+1> + <’f’z'+1a Ame>
(riv1 i) = lrigall? = (riv1, AViy) (A.4)

Dado que r;41 LAV, y (riv1, AVy) = 0, la expresién para el producto interior

[S]

(riv1, i) = ||Iriga]? (A.5)

Llevando esto a la expresion del coseno, obtenemos

J _ raal?
COS( (ri+17ri> - ||T+1||HT”
7 7
r.
cos(Z(rip1,mi) = ||||;+|1|” (A.6)
(]

Teorema 2 (Residuos intercalados paralelos cuando m; es no-creciente[BJK09]).

Dado A € R™™ simétrica o antisimétrica, y m; es no creciente para todas las ite-
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raciones i, Gmres(m) produce una secuencia de residuos r; al final de ca iteracion
1 tal que los angulos intercalados tienden a cero, 1i.e.

lim; o, cos¢; =0

Demostracion. Podemos escribir
m; k
Ti =Tl — S e ATy (A7)
Luego calculamos el producto interior (r;,,7;41) usando

<7’i+177’i+1> = (7”2‘+1, ry — 2?4104i,kz4k7“i>

(rivt, Tisn) = (rig1, mi) — (i1, Spoy o AMry) (A.8)

Gmres utiliza minimos cuadrados para obtener el siguiente residuo, entonces

ri1 LY7 a; Ay, Llevando esto a
(Tiv1;mig) = (Fig1, 72) (A.9)

Calculamos (741, 7;-1)

<7’i+177’i71> = <7’z' - EZZ?OQ,kAsz‘, "“ze1>
<7’i+177’z’—1> = (7”2‘,7"1‘—1> - < km:i?Oéi,kAsz‘,ﬁ—ﬁ (A.lO)

Dado que r; también fue generado por Gmres, puede ser escrito como r; =
rio1— ey o ARy, donde 1 LY ey g APy Usando el lemay suponiendo
ue A es simétrica r;_; L7 ay p A¥r;. Aplicamos esto a[A.10| para obtener
q k=14, p

<7’i+1,7’z’—1> = <7”ia7"i—1> - < Zn:i-‘l_lai7kAkTiari—1>

(riv1,ric1) = (ryricy) — (CP e AFrriq) — (E;ﬁn:%lﬁqoéi,kz‘lk?“u 1)

(7%‘+1,7“i—1> = <7’i,7’z’—1> - <Zzn:i:1li+1ai,k14k7ﬂia7ﬂi—l> (A-ll)

Suponiendo que la secuencia m; es no-creciente, m;; < m;, la sumatoria en

tiene cero términos. Por lo que tenemos
(Tig1,mic1) = (T3, Tiz1) (A.12)

Aplicando a (r;,r;_1), obtenemos (r;,r;_1) = (r;,r;). Llevando la ultima
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expresion a
<7’i+177ni71> = <7’Z',7’Z'> (Alg)

El dngulo entre r;,1 v r;_1 se calcula usando

<7“i+1,7“i—1>
cos(ZL(rip1,7mi1)) = ————— A.14
(i) = o (A.14)

Reemplazando en

cos(Z(Tis1,Tim1)) = —HTZHZ
e [[resallfriza
[l
cos(£L(rip1,1i-1)) = H::H (A.15)
[l
Sea a; = " . Reemplazando en
cos(Z(riy1,mi—1)) = a;_'l (A.16)

Como cos(Z(ri41,7mi-1)) < 1y usando [A.16] tenemos a;_; < a;. Por el teorema []]

|ric1]l < ||7i]], la secuencia a; estd acotada. Por lo tanto existe 3 tal que
cos(ZL(riq1,7i—1)) = lim = =1 (A.17)

Entonces, para un parametro de reinicio fijo y A simétrica, los angulos inter-

calados tienden a cero.
O



APENDICE B
LQRES y LQRESD(M)

Este apéndice incluye experimentos numéricos con los algoritmos LQRES y
LQRED(M) que son métodos inspirados en control, especificamente en control
lineal cuadratico, que minimizan la norma euclidiana del residuo. Incluimos la de-
duccion del control 6ptimo para un sistema lineal con costo cuadratico. También
mencionamos sus condiciones de estabilidad. Luego pasamos a los algoritmos LQ-
RES y LQRESD(M), incluimos los algoritmos y experimentos numéricos. Primero
reproducimos el comportamiento de LQRES y LQRESD(M) con una matriz pe-
quena presentada originalmente por M. Embreé [Emb03] como un caso en el que
GMRES(M) no converge. Luego mostramos ejemplos con matrices de problemas

reales en los que GMRES(M) no converge. Finalmente presentamos observaciones
sobre LQRES y LQRESD.

B.1 Control Optimo de Sistemas Lineales con

costo cuadratico

Esta seccién corresponde al libro [Oga95]. Si la matriz A tiene elementos com-
plejos usamos la notacién A” = A* = A para indicar la matriz hermitiana o
traspuesta conjugada de A. Si la matriz A es real, A7 = AT,

El problema de control éptimo cuadratico puede ser formulado como:

Dado el sistema lineal controlable en el espacio de estados
Tpr1 = Gy + Hug, x9=c (B.1)

donde zj, es el vector de estado con dimension n x 1, u; es el vector de control
con dimension r x 1, G es una matriz no singular de dimensién n x n y H una
matriz de dimensién n x r,

encontrar la secuencia de control ug, u1, ..., uy_1, que minimiza la funciéon de costo
1 1 N-1

J = 533}}51’1\/ +3 > [ Qur + uj Ruy] (B.2)
k=0
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donde QQ es una matriz Hermitiana (o real simétrica) definida positiva o semide-
finida positiva de dimensiéon n x n, R es una matriz Hermitiana (o real simétrica)
definida positiva de dimension 7 x r, S es una matriz Hermitiana (o real simétrica)
definida positiva o semidefinida positiva de dimensiéon n X n.

Las matrices ), R y S miden la importancia de los vectores de estado xj, de los
vectores de control u ( k=0,1,..., N — 1)y el vector final xy respectivamente.
El estado inicial xy = ¢ es un estado arbitrario. Si el estado final zy es fijo, se
elimina de la ecuacién [B.2} Si el estado final queda en la ecuaciéon indica que
se busca un valor final lo mas cercano posible a cero.

Para resolver el problema utilizando multiplicadores de Lagrange, el problema se

formula como:

N-1

1 1
min J = ix}}S:cN +5 > [2;Quk + uj Ruy] (B.3)
k=0
sujeto a
Tp1 = Gy + Hug, x9=c (B.4)

Usando multiplicadores de Lagrange, definimos la nueva funciéon a minimizar:
1 1 N—-1
L= ix}‘VSmN—i—i > A 25 Quituy Rug|+ Ay, [25 Qi+ uf Rug )+ [ Qo +uy Rug ) Mo
k=0
(B.5)

Para minimizar L hay que diferenciar con respecto a cada uno de los componen-
tes de los vectores xy, ux v A\p, pero es mas conveniente y a la vez equivalente

diferenciar con respecto a los componentes complejos conjugados. Por lo que

hacemos:

L

8_ 1=1,2,...,n; k=1,2,...,N
5$i,k

L

8_ 1=1,2,...,1; =0,1,2,...,. N—1
5%‘71@

L

(? 1=1,2,...,n; k=1,2,...,N
ONi

Usando una forma vectorial como abreviacién:

oL

— k=1,2,...,N

a)—(k ) ) Y

oL k=01,2...,N-1
8uk

oL

O
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Recordando los resultados para diferenciar formas complejas cuadraticas y bili-

neales con respecto a variables vectoriales

ox* Ax ox* Ay
— A — A
% * 0% Y

oL .

f:Ql’k—l—G)\kJrl—)\k =0 k:1,2,...,N—1 (B6)
an

oL

oL .

= =Ruyp + H )\ =0 k=0,1,2,...,N—1 (B.8)
8uk

oL

f:Gl’k_l—f-Huk_l—fL‘k =0 k’Zl,Q,...,N (Bg)
O\

El vector A\x es llamado vector adjunto o covector. Para resolver la minimizacion

hay que simplificar las ecuaciones. De la ecuacién calculamos
)\k:Qajk_'_G*)\kJrl, k:1,2,...,N—1 (BlO)

Ax = Szy se obtiene de la ecuacién (B.7)). Considerando que R™! existe, obte-

nemos uy de la ecuacion ([B.§)).
upy = —R'H* Ny, k=0,1,2,...,N—1 (B.11)

La ecuaciéon corresponde a la ecuacion de estado del sistema y puede rees-

cribirse como:

Llevando (BI1) a (B12)

LTk+1 = G:L’k — HRilH*)\k_H <B13)

con la condicién inicial xyg = 0. Para resolver este problema de minimizacién

hay que resolver simultaneamente las ecuaciones (B.10) y (B.13). La primera

tiene condicion final Ay y la segunda tiene condicién inicial. La solucién de este
sistema utilizando la transformacién de Riccati corresponde a un sistema de lazo
cerrado o realimentado. La transformacion de Riccati consiste en suponer que Ay

puede escribirse como:
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donde P, es una matriz hermitiana de dimensién n X n

Llevando a obtenemos:
Py = Qg + G Py (B.15)
Llevando a y reagrupando términos obtenemos,
Tpy1 = [ + HRT'H* Py ] ' Gay, (B.16)

Sustituyendo la expresién anterior en la ecuacién (B.15)) y reagrupando términos,

[P —Q—G*Poy [l + HR'H*Py] "Gl =0 (B.17)

Debido a que la ecuacion (B.17) debe cumplirse para todo xy
Py=Q+ G Pl + HR'H* P 'G (B.18)

Usando el lema de inversién de matrices

(A+BD) '=A"1'-A'B(I+DA'B))"'DA™! (B.19)
y haciendo
A=
B=HR!
D = H*Pyy
calculamos
(I+HR'H*Pyy ) ' =1—-H(R+H Py H) 'H* Py yy (B.20)

llevando el resultado anterior a la ecuacion (B.18))

P.=Q+ G Py [l —HR+ H*P, H) ' H* PG
Py =Q+ G PG — G Py HR+ H Py H) ' H P G (B.21)

La ecuacién (B.21]), o su equivalente la ecuacién (B.18]), son llamadas ecuaciones
algebraicas de Riccati.
Para la funciéon de retroalimentacién usamos la ecuacion (B.11)). Para otras for-

mas equivalentes de la funcién de retroalimentacién consultar [Oga95]. Primero
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encontramos una expresion equivalente para Ayi;. Usando la ecuaciones ([B.14))

v (B10)

A = QT + G A\
Pexy = Qry + G M
Abg1 = (G*)_l[Pk: — Qlxy,

Usando la ecuacién (B.18)) en la ecuaciéon (B.22))

)\k—i-l

((Pey1) ™) "I+ HR'H*Pyya] ") Gy

= (
= (G Y G*Popa[I + HR'H* Py ' Gy,
= (
= [(Pk+1)_1 -+ HR_IH*]_IGI‘k

Llevando el resultado (B.23)) a la ecuacion (B.11)

up = —R'H*[(Pop1) '+ HR H ' Gay,

Haciendo uy = — Ky, y considerando el resultado (B.24]), obtenemos Ky,

K, =R 'H*[(P.,) '+ HR'H]"'G

G)NQ+ G B[l + HRTH P G = Q)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

Una expresion equivalente para K es [R + H*P,, H|'H*P,,1G. Para verlo

calculamos [R + H* Py 1 H ' H* Pyy1[(Peyy) ' + HR™1H*|

[R4+ H*Ppy  H ' H* Py 1 [(Prgr) ' + HRYHY]
[R+ H*P, H) "H*[I + Ppyy + HRTHY)

[R+ H*Py  H) '[H* + H Py + HRT'H?]

[R+ H*Po H [(RRY)H* + H* P,y + HR™'H?)
[R+ H*Po H) '[RR'H* + H*P, ., + HR™'H*|

[R+H* Py H ' [R+H*Pyyy + HR'H* = R'H*

Por lo que

[R+ H*Py H " H* Py [(Pryy) ' + HR'HY ) = R H*

(B.26)

Multiplicando ambos lados de la ecuacién (B.26) por [(Ppy1)™t + HR™TH*]™!
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otenemos
[R+ H*Py H) "H*Pyyy = RT'H*[(Pyyh) '+ HR'H*| ™! (B.27)

Llevando este resultado a la ecuacion ([B.25|) obtenemos una expresiéon equivalente
para K
Ky =|[R+ H*P, . H 'H*P,,G (B.28)

Para realizar un diagrama de bloques usamos la ecuacién (B.12|) y obtenemos el

sistema realimentado de la Figura . K, se calcula segtn la ecuacion (B.2§)).

Xk

Kk R H asal D X
L7+ L=

H

Figura B.1: Sistema realimentado LQR de horizonte finito (Linear quadratic

regulator).

Cuando el proceso de control cuadrético éptimo es finito (cuando N es finito),
la matriz K}, varia segin la ecuacion . Cuando N — o0, la solucién del
optima del problema de control cuadratico pasa al estado estable. En este estado,
K. pasa a ser una matriz constante K. También P, se convierte en una matriz
constante. Usando la ecuacién tenemos

P=Q+G*PG - G*PH(R+ H*PH) 'H*PG (B.29)
Llevando este resultado a la ecuacién (B.28)), obtenemos K en estado estable
K =R+ H*PH| 'H*PG (B.30)

Como resumen del control lineal cuadratico en estado estable, listamos las ecua-
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ciones para un sistema lineal con incoégnita x ain cuando puedan ser repetidas:

Trr1 = Gag + Huy, (B.31)
1 o0

J = 3 > [ Quk + uj Ruy] (B.32)
k=0

K =[R+ H*PH| 'H*PG (B.35)

P=Q+G*PG - G*PH(R+ H*PH) 'H*PG (B.36)

B.2 Condiciones de estabilidad de un controla-
dor LQR

Las condiciones de estabilidad de un controlador lineal cuadratico estan indicadas
en el Teorema [I| que estd demostrado en [Ber05]. Hemos cambiado los nombres
de las matrices del teorema original para que puedan ser facilmente relacionadas

con la deduccién de la seccidén anterior.

Teorema 1 (Condiciones es estabilidad de un controlador LQR [Ber05]). Sea G
una matriz de dimension n x n, H una matriz de dimension n x m, (Q una matriz
positiva semidefinida de dimension nxn, R una matriz simétrica positiva definida

de dimension m x m. Considerar la ecuacion algebraica discreta de Riccati

en la que Py es una matriz arbitraria simétrica positiva semidefinida. Suponer
que el par (G, H) es controlable. Suponer que @ puede ser escrito @QQ = CC*,

donde el par (G,C) es observable. Entonces:

e Fziste una matriz P simétrica positiva definida, tal que para toda matriz

inicial Py simétrica positiva semidefinida se cumple
lim P, =P (B.38)
k—o0

Ademds, P es la unica solucion de la ecuacion algebraica de Riccati

P=Q+G'PG—-G*PH(R+ H*PH) 'H*PG, k=0,1,2,3,...

en la clase de matrices simétricas positivas semidefinidas.
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e FElsistema de lazo cerrado (x4 = Gry—HKxy ) correspondiente es estable:
los autovalores de la matriz G — HK estdn estrictamente dentro del del

circulo unitario. K es la matriz

K =[R+ H*PH|'H*PG

Demostracion. Ver la proposicion 4.4.1 en [Ber05] O

Las suposiciones de la proposicién anterior pueden ser relajadas. El par (G, H)
se considera estabilizable en lugar de controlable. Estabilizable significa que existe
B tal que el sistema zx.1 = (G + HB)xy es estable. Por otra parte, el par
(G, C) es detectable en lugar de observable. Detectable significa que si uy, — 0y
Cz, — 0 entonces z, — 0, que equivale a decir que la inestabilidad del sistema
puede detectarse comparando los valores de la secuencia z, = C'zy. Entonces
reemplazando las suposiciones de que el par (G, H) es controlable por estabilizable
y que (G, C) es observable por detectable, la proposicion anterior se cumple solo

que P pasa a ser positiva semidefinida en lugar de positiva definida.[Ber05]

B.3 LQRES y LQRESD

Helmke et al. utilizan teoria de Sistemas lineales con costo cuadratico (también
conocido como LQR Linear Quadratic Control) para formular la resolucién de
Az = by disenar un algoritmo que minimiza el residuo [HJLOG|.

Helmke et al. utilizan una iteracién de Richardson a la cual agregan el término
de control BK (b — Axy)

2o = (I — Az, + BK(b— Azy,) +b (B.39)

Calculan el residuo 7,41 = b — Axy4q a partir de la ecuacion y obtienen el
sistema donde la incognita es el residuo. Helmke et al. la teoria de Control
Lineal Cuadrético aplican al sistema (B.40). Utilizan la norma euclidiana para
el funcional de la ecuacién por lo que Q = I, y R = I, son las matrices
identidad de dimension n y m respectivamente. Calculan el residuo como un
sistema con costo cuadratico en estado estable. Es decir, buscan que el residuo

esté tan proximo a cero como sea posible.
Tkt1 = (I - A)Tk — ABuk <B40)

Utilizando I — A = G, —AB = H, I, = Q y I,, = R en las ecuaciones para
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resolver el sistema del residuo en estado estable obtenemos el sistema dinamico,

que también puede ser visto en el diagrama de bloques de la Figura |B.2

riv1 = (I — A)xy, — ABuy
u, = —Kry,
ry =b— Axy,
K =[I,, — (AB)*PAB] ' (AB)*P(I — A)
P=1,+(I-A"P(I—-A)
+ (I — A (AB)(I,, + (AB)*P(AB)) " Y(AB)*P(I — A)

I-A

Figura B.2: Residuo como Sistema realimentado LQR en estado estable.

Notar que K y P no dependen de la iteracién y necesitan ser calculados una sola

vez. Con estos resultados construyen el método iterativo LQRES [HJLOG].

Entrada: A matriz del sistema, B parametro del método, rq residuo
inicial (comtinmente zo = 0, por lo que ry = b), maxIt ntmero
de iteraciones, tolerancia Si se cumple ||r||/||ro]| < tolerancia se
considera que el algoritmo convergio

Salida: x resultado calculado

K =[I,, — (AB)*PAB]"Y(AB)*P(I — A)

Resolver P =1, + (I — A)*P(I — A)

+(I — A)*(AB)(I,, + (AB)*P(AB)) Y (AB)*P(I — A)

iteracion = 0

mientras (||r||/||ro] < tolerancia and iteracion < maxlIt) hacer

U = _Kriteracion
Literacion+1 = (I - A)xite’/‘acion + BKriteracion + b
Titeracion+1 = (I - A)xk - ABuk
iteracion = iteracion + 1
fin_mientras

Si ||Fiteracion||/||T0| < tolerancia entonces
retornar: wyiteracion]

fin_si

Algoritmo 7: LQRES
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Considerando que la resolucién exacta de la ecuacion algebraica de Riccati
para obtener P es costosa, Helmke et. al proponen utilizar una soluciéon aproxi-
mada de P [HJ10]. Este algoritmo es llamado LQRESD(M). Para calcular la
solucién aproximada de P puede utilizarse el Teorema |l Es decir, calcular P4
usando la relacién Py, = Q + G*P.G — G*PyH(R + H*P.H)"'H*P,G. Este
algoritmo es llamado LQRESD(M), la tinica diferencia con respecto a LQRES
es el calculo aproximado de P. P, puede ser cualquier matriz definida positiva,
en particular usamos Py = I. Para M = 2, se calcula P; usando F, y luego P,
usando P;.

A continuacién incluimos algunas pruebas con LQRES y LQRESD(M).

B.4 Experimentos

B.4.1 Experimentos con matriz de pequenas dimensiones

La matriz utilizada fue presentada originalmente por Embreé [Emb03]. Estos
experimentos reproducen los resultados obtenidos por Helmke [HJ10]. El sistema

lineal Ax = b probado tiene las matrices:

1 2 =2 3
A=10 2 4 b=
o0 3 1

El método LQRES introduce como parametro una matriz B que debe ser
elegida de tal forma que el para (I — A, —AB) sea estabilizable. Los valores

usados para B son [HJ10]

3 3 1 3 -1
Bl=1|1 B2=1]11 B3=1]1 -2
1 11 1 -3
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Ej. Nro 2 de Embree: Norma relativa de los residuos, tol =10"°

10 T T T T T T
S +
A
+ .
1072 A J
+
A
’t?a A + +
= —4
= 10 A b
g * +
A +
-6
10 Igres, B1, t=0.49966 s., conv=1 A T
+ - Igres, B2, t=0.05383 s., conv=1 A
A - gres, B3, t=0.007163 s., conv=1 A
10‘8 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nro de iteracion
Figura B.3: LQRES: log(||7;||/||70ll) Vs Iteraciones
o Norma relativa de los residuos, tol =107°
lo T T T T
F: T
Y
lo*l | . i
+
A .
107} A + .
= 8,
‘_O
= 100t + +o ]
g & +
10 + E
Ex
B a
105k Igres, B2, t=0.003109 s., conv=1 i
+ - Igresd(1), B2, t=0.032178 s., conv=1 &
A Igresd(2), B2, t=0.003478 s., conv=1
1076 1 1 T T T T 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nro de iteracion

Figura B.4: LQRES y LQRESD(M): log({|r;||/]|rol|) Vs Iteraciones

B.4.2 Experimentos con matrices de problemas reales

En la préactica, encontrar el pardmetro B de LQRESD(M) no es facil. Helmke
et al. [? ] indican que se puede usar cualquier matriz invertible. Para los
ejemplos usamos la matriz identidad I del tamano adecuado al del sistema. Usar
directamente el lado derecho b en general no funcion6. Para la matriz Young3c
tanto LQRES como LQRESD(M) convergen. Sin embargo, para las matrices
Mahindas y Shl 400 ambos no convergen.

Matriz Young3c
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young3c.mat, Norma relativa de los residuos, tol =10"°

tog(Irir,)

-10

10

+ - Igres, t=159.4885 s., conv=1 B

50 100 150 200 250
Nro de iteracion

Figura B.5: LQRES: log(||7;||/||70ll) Vs Iteraciones

10

young3c.mat, Norma relativa de los residuos, tol =107°

107

10 |

tog(lr lr,|)

10

10 -

-10

+ - Igresd(2), t=15.0027 s., conv=1
A |gresd(10), t=26.6989 s., conv=1

10

Figura B.6:

Matriz Mahindas

50 100 150 200 250 300
Nro de iteracion

LQRESD(M): log(||7;ll/llmol]) Vs Iteraciones
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mahindas.mat, Norma relativa de los residuos, tol =107°

10

10|

loglrlr,|)
=
OH

1050 |

0

+ - Igres, t=637.9756 s., conv=0
Il Il Il

10

50 100 150 200 250 300 350
Nro de iteracion

Figura B.7: LQRES: log(||7;||/||70ll) Vs Iteraciones

300

mahindas.mat, Norma relativa de los residuos, tol =107°

10

log(lrlr,|)
=
o

10|

1050

10°

Figura B.8: LQRESD(M): log(||7;||/|I70l]) Vs Iteraciones

Matriz Shl 400

+ - Igresd(2), t=45.0914 s., conv=0
A+ Igresd(10), t=87.4335 s., conv=0

50 100 150 200 250 300 350

Nro de iteracion
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shlAOO.mat, Norma relativa de los residuos, tol =10"°

+ - Igres, t=102.5639 s., conv=0
10°% L i
=
= i
o
L
L
+
10[103

0 50 100 150 200 250 300 350
Nro de iteracion

Figura B.9: LQRES: log(||7;||/lI70ll) Vs Iteraciones

shl_400.mat, Norma relativa de los residuos, tol =107°

100.1 |

tog(lrlr,|)
=
o

+ - Igresd(2), t=8.8239 s., conv=0
A+ Igresd(10), t=15.6422 s., conv=0

107 e S SSGRSR .

0 50 100 150 200 250 300 350
Nro de iteracion

Figura B.10: LQRESD(M): log(||7;||/||70ll) Vs Iteraciones

B.5 Conclusion

LQRES es una alternativa para GMRES, que minimiza el residuo y si se cumplen
las condiciones del controlador LQR es un método estable. Sin embargo, tiene

dos problemas:
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e cl calculo de P que es la solucion de una ecuacion algebraica de Riccati, este

célculo es costoso en general mas caro que la eliminacion Gausiana [BK04].

e la elecciéon del parametro B que es una matriz o vector. Encontrar algin B

no es trivial para matrices no pequenas.

Con LQRESD(M) Helmke et al. de cierta forma resuelven el primer punto, pero
la eleccion de B continua siendo problematica. En los ejemplos se muestran dos
casos en los LQRESD(M) no converge, puede argumentarse que B = I no satis-
face la condicién de estabilidad, pero para problemas de simulacién B no puede
ser generado de forma aleatoria porque consumiria bastante tiempo. (Helmke et
al. generan B de tamano 50 x 3 de forma aleatoria para una matriz A de tamano

50 x 50 también generada aleatoriamente [HJ10]).
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