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RESUMEN

El enfoque de opciones reales es el planteamiento mas apropiado para la valu-
acion de inversiones de capital bajo incertidumbre, en la actualidad. Este enfoque
consiste basicamente en la aplicacion de las técnicas empleadas en matematica
financiera, para valuar derivados financieros, instrumentos comtinmente emplea-
dos en los mercados financieros, como ser opciones europeas o americanas. El
método de opciones reales permite plantear la valuacion de una oportunidad de
inversion como un problema de control estocastico descrito por ecuaciones de
Bellman, donde se identifica y se calcula un valor para la politica que optimiza
los beneficios econdémicos en cada situacién segin la evolucion de las variables
estocasticas, que poseen un comportamiento que puede ser modelado segin un
sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas (EDEs). Los métodos numéricos
mas empleados en la literatura para la evaluacion de opciones consideran EDEs
que describen movimientos geométricos brownianos, siendo que para analizar o
calcular resultados con otro tipo de modelos se debe acudir con frecuencia a
métodos Monte Carlo. Pero el inconveniente de emplear métodos estocasticos
estd en lidiar con la posibilidad (aunque sea muy baja) de que el error salga de
un rango dado en funciéon de un mismo INPUT.

Esta tesis propone aprovechar la versatilidad de un método no estocastico:
el path integration method (PIM) para aplicarlo a un rango amplio de posibles
problemas de opciones reales. La practicidad de la propuesta se testeé empleando
un caso de estudio, el cual esta basado en la opcién real de emplear controles de
calidad en un proceso productivo. Los experimentos numéricos de este caso de
estudio se realizaron comparando la propuesta con los métodos mas populares en
la literatura para valuacion de opciones. En el presente trabajo se trataron cuatro
casos para el mismo problema, casos que dependen de que se aplique un modelo
de valuacion de opciones europeas o americanas y de una o dos variables inciertas.

Finalmente los resultados numéricos se presentan como evidencia experimental,
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de que las aplicaciones del PIM aqui propuestas son lo suficientemente versatiles
y eficientes para tratar valuaciones de opciones reales, especificamente para val-
uar problemas donde no se puedan aplicar otros algoritmos mas eficientes. Por lo
tanto, el aporte principal de este trabajo reside en proponer al PIM como un en-
foque apto para tratar un amplio rango de problemas que no se limitan solamente
a dinamicas univariables, siendo esta implementacion multivariable un paso mas

halla de trabajos previos que ya aplican el PIM a la valuacién de opciones.
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SUMMARY

Nowadays the real option method is the most proper approach for valuing
flexible capital investments under uncertainty. This approach is based on the
application of techniques used in financial mathematics, focussing on valuing fi-
nancial derivatives, commonly traded in financial markets, such as Furopean and
American options. The real option approach presents the valuation of an invest-
ment opportunity as a stochastic control problem in terms of Bellman equations,
where it is identified the policy that optimizes the profitability of the investment.
The stochastic optimization considers every scenery that evolves according to
uncertain variables, which behavior can be modeled according to a system of
stochastic differential equations (SDEs). The most well-known numerical meth-
ods in the literature consider EDE that describes the geometric Brownian motion
dynamics. If we want to calculate problems that are based on other models,
we will have to employ Monte Carlo methods. But the disadvantage of using
stochastic methods is the possibility (even low) of an error beyond a given range
for an unique INPUT.

The proposal of this thesis takes advantage of the versatility of a non-stochastic
approach: the path integration method (PIM), for applying this approach to a
wide range of real option problems. The practicality of the proposal was tested
using a study case, which is based on the real option of using quality control
charts in a production process.

The numerical results of this test were conducted comparing the proposal with
traditional methods found in the literature for option pricing. There are four
cases for the same problem, depending on if an European or American valuation
model and, one or two variables are used. Finally the numerical results are
presented as experimental evidence, that the PIM aplication proposed here are
versatile and efficient enough for valuing real options, specifically for valuing

problems where the most eficcient algorithms are not applicable. Therefore, the
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principal development in this work is proposing the PIM as an approach able
for treating a wide range of problems, problems that are not limited only to
univariate dynamics. Then this multivariable implementation is a step beyond

the previous works that already apply the PIM to option pricing.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El concepto de Opciones Reales se remonta hasta Myers [S.C77|, quien fue uno
de los primeros en plantear la analogia entre las inversiones en activos reales y las
opciones financieras. De este modo el enfoque de las opciones reales emerge de la
idea de aplicar el planteamiento de la teoria de opciones financieras a proyectos
de inversién de capital. Por un lado, las opciones financieras se basan en con-
tratos, mientras que por el otro las opciones reales son caracteristicas estratégicas
intrinsecas de flexibilidad de las inversiones que deben ser identificadas y especi-
ficadas [DA94].

Varios métodos se desarrollaron para valuar opciones financieras [WP95], pero
sus aplicaciones directas a los problemas de opciones reales estan condicionadas
a las caracteristicas particulares de cada caso de estudio. En la practica; sin
embargo, los supuestos subyacentes a los métodos tradicionales de valoracion de
opciones a menudo no se cumplen a la hora de evaluar proyectos de inversion
de capital. En este sentido, los enfoques mas conocidos para la valuacién de
opciones (considerando sus posibles variantes) son: a) ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) [Bla77], b) los lattice methods [CJ79] y ¢) la simulacién Monte
Carlo [P.P77]. Las EDP tienen limitaciones para hacer frente a los problemas de
opciones reales debido a que las hipdtesis y condiciones basicas de los modelos a
menudo no son satisfechas. Sin embargo, las EDP son bastante empleadas para
tratar problemas tradicionales de opciones de forma mas analitica.

El enfoque de los lattice methods normalmente es mas versatil que las EDP.
Su simplicidad y eficiencia lo hacen una alternativa practica en problemas de
valuacién de opciones reales. Sin embargo, adaptar estos métodos a cualquier
dindmica estocastica no es trivial, hecho que se hace notorio en trabajos donde
los autores deben recurrir a tablas [P.P8§].

Finalmente, los métodos basados en el enfoque Monte Carlo que podria ser



considerado el més versatil, sufren de un error estocastico e ineficiencia computa-
cional [C.09]. Este enfoque es utilizado en problemas complejos donde a priori
ningtn otro método es aplicable.

Ademas de estos enfoques tipicos que son mencionados, uno menos tradicional
es la aproximacion por cadenas de Markov [DJ99]. Este enfoque puede ser visto
como una generalizacion de los lattice methods, resultando mas facil de adaptarlo
a dindmicas estocasticas complejas, pues si consideramos cadenas de Markov con
menos restricciones que los Lattice Methods, entonces el planteamiento se hace
mas sencillo. En cierta manera este enfoque busca un mejor compromiso entre
la versatilidad y la eficiencia computacional. Este trabajo analiza un enfoque
alternativo llamado Path Integration Method(PIM)[MGO02], el cual es similar a
los enfoques que emplean aproximaciones por cadenas de Markov, pero con una
diferencia substancial: se evita la discretizacion de las variables estocéasticas. Esto
se consigue mediante el uso de integrales a la hora de estimar esperanzas condi-
cionales e interpolaciones que aproximan la funciéon de valuacién, lo cual mantiene
a las variables estocasticas de forma continua a pesar de realizar algunas ma-
nipulaciones de forma discreta. Por otro lado, la variable tiempo sigue siendo
discretizado por medio de los esquemas numéricos [KP92] que se aplican a las
correspondientes ecuaciones que modelan la dinamica estocastica del problema.
El objetivo de esto es seguir la filosofia de pretender un punto de compromiso
intermedio entre la eficiencia computacional de los lattice methods y la versatil-
idad de los métodos de Monte Carlo. La programacion dindamica es aplicada de
atras para adelante en relacion a la variable temporal [P.06], de igual manera que
en los lattice methods y métodos Monte Carlo. Pero la aplicacién del PIM toma
en cuenta que el uso de variables continuas implica infinitos estados estocasticos
dentro de un rango dado de valores a considerar, siendo que eso lo distingue de
enfoques completamente discretizados que lidian con un niimero finito de estados.
Teéricamente la aplicabilidad de este enfoque no estd limitado por el niimero de
variables o a un modelo estocastico especifico, el verdadero requerimiento es la
existencia de un sistema estocéastico de ecuaciones diferenciales en término de
integrales de Itoﬂ y con solucién tnica [kBO03|, que caracterice a las variables es-
tocédsticas subyacentes en un problema de opciones reales y una discretizacion
numérica que transforme el sistema en una ecuacion estocastica recursiva, de
forma que cada estado en cada instante discreto evolucione segiin una funcién de
densidad?

Ver anexo A (§8).
2Ver anexo A (8)-




Este trabajo aplica el PIM a un esquema de opciones reales general bajo
cualquier dindmica planteada por integrales de Ito. También implementa una
aplicacion de la propuesta para un problema especifico de valuacion de controles
de calidad a un proceso productivo [NHB02], el cual presenta dos casos: una y
dos variables estocasticas subyacentes, y esos casos a su vez pueden ser plantea-
dos como dos modelos distintos cuyas hipotesis se asemejan a problemas de op-
ciones europeas o americanas. Los resultados y la eficacia de esta aplicacion
del path integration method se analizaron mediante las pruebas computacionales
empiricas obtenidas del problema de [NHB02]. También se emplearon dichos
resultados numéricos para comparar el método propuesto con la formula Black-
Scholes [Bla77], el método binomial y simulacién Monte Carlo de una variable
para opciones europeas, de la misma manera con el método binomial y Monte
Carlo de minimos cuadrados (LSM) [LF0I] para los resultados de una variable
de opciones americanas. En el caso de los resultados multivariables se realizé
la comparaciéon numérica con el método pentanomial [KB91] y simulacién Monte
Carlo simple para la valuacion de la opcion europea bivariable, asi como el método
pentanomial y el método Monte Carlo de Minimos Cuadrados (LSM) para dos

opciones americanas bivariables.

1.1 Originalidad y relevancia

Bajo el objetivo de aproximar las variables estocéasticas de un modelo financiero
por medio de un proceso de Markov de estados estocasticos continuos para la

evaluacion de inversiones flexibles, la presente tesis presenta los siguientes avances:

e Se describe un procedimiento inspirado en el path integration method que
puede ser implementado en un amplio rango de problemas de valuacién de
opciones reales, porque se contempla un ntimero n de dimensiones y una

gran familia de dindmicas estocésticas.

e Se presentan implementaciones concretas para varios modelos del caso de
estudio propuesto por Nembhard ([NHB02]).

e Serealiza una comparacion numérica con los EDP, Lattice Methods y métodos
Monte Carlo tradicionalmente usados en la literatura, para validar la im-

plementacién propuesta.



1.2 Organizacion del trabajo

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: primeramente en el Capitulo
2 se comentan conceptos fundamentales de la valuacién de opciones financieras y
reales, asi como el Valor Presente Neto (VPN) como método predecesor a la va-
luacién de inversiones por opciones reales. El Capitulo 3 describe los principales
enfoques numéricos utilizados en la valuacion de opciones. Luego, el Capitulo
4 plantea un procedimiento general de valuacion de opciones a partir del path
integration method. FEn el Capitulo 5 se presenta un caso de estudio consistente
en un modelo de valuacion de controles de calidad que serd empleado para com-
parar la propuesta con los métodos tradicionales. En el Capitulo 6 se describe la
implementacién para los distintos problemas del caso de estudio y el Capitulo 7
presenta los principales resultados. Finalmente en el Capitulo 8 son expuestas las
conclusiones finales mas relevantes del presente trabajo. La continuacion de este
trabajo estaria volcada a analizar la convergencia del método y teoremas para

determinar aproximaciones de las esperanzas condicionales|

3Ver anexo A .



Capitulo 2

OPCIONES REALES

2.1 Opciones financieras

En finanzas, una opcién es un instrumento financiero que especifica un contrato
entre dos partes para una transaccion futura de bienes o valores (al activo sub-
yacente) a un precio de ejercicio determinado (precio strike) [WP95]. El com-
prador de la opcién adquiere el derecho, pero no la obligacion, de participar en
la transaccién, mientras que el vendedor incurre en la obligaciéon correspondi-
ente a cumplir con la transaccion si el comprador asi lo desea. Una opciéon que
otorga el derecho a comprar un activo es llamada call option, una opcién que
otorga el derecho a vender es conocida como put option. El proceso de activar
una opciéon y por lo tanto comerciar el activo subyacente al precio de ejercicio
se conoce como el ejercicio de la opcion. La mayoria de las opciones tienen una
fecha de caducidad (vencimiento) y si la opcion no es ejercida en el tiempo valido
de ejercicio, se vuelve nula y sin valor. A cambio de la concesién de la opciénE],
el lanzador de la opcién recoge un pago, la prima, por parte del comprador.
El problema de valorar primas para opciones financieras ha originado toda una
teoria matematico-financiera comunmente conocida en la literatura como Option-
Pricing. La valoracion de primas se realiza generalmente en funcién de los precios
de ejercicio, el precio actual de los activos subyacentes, el tiempo de expiracion,
una tasa libre de riesgo, la dinamica del valor de los activos subyacentes y el tipo

de opcién a valuar. Los dos tipos de opciones financieras mas comunes son:

e Opcién europea: Es aquella opcidén que solo puede ser ejercida al momento
de su fecha de expiracién. A continuacién definimos las siguientes variables,
sean: S el valor del activo subyacente, T el tiempo de expiracién, K el precio

de ejercicio, la tasa r libre de riesgo y la funcién V (S,t) que determina el

ILlamada la escritura de la opcion.



valor de la opcién europea para el activo de valor S en el tiempo t. Entonces
el beneficio de poseer una opciéncall europea en el tiempo T de expiracion
sera:

V (Sr,T) = maz (Sr — K, 0) (2.1)

y el beneficio de poseer una opcién put europea en el tiempo 1" de expiracion
sera:

V(Sr,T) = maz (K — Sr,0). (2.2)

El hecho que dichos valores no puedan ser negativos condiciona al inversor
racional a ejecutar la opcién solo en caso que esto realmente le origine un

beneficio econdémico.

Segun la teoria del risk-neutral pricing [LS06] los enfoques numéricos que
no emplean EDP parten de definir previamente una medida de martingala o
libre de riesgo Px, medida que permite representar a la funcién de valuacion

de una opcion europea de la siguiente forma alternativa:

V (So (W), to) = e "I OEg, (V (Sp,T) | Fyy) (w) (2.3)

donde t( es un instante de tiempo anterior a T, Ep, (./F;,) es la esperanza
condicional de dicha medida de probabilidad a partir del sigma algebra EOH
y con w pertenece al espacio muestral {2 . Por ejemplo para una opcién

financiera call europea tendriamos:

V (Sp (W), to) = e "I R, (maz (S — K,0)) (w) (2.4)

e Opcién americana: Es considerada opcién americana a aquella opcion que
puede ser ejercitada desde la emision de la opcién hasta su fecha de ex-
piracién. Manteniendo las anteriores notaciones de las variables, pero con-
siderando a la funcién V' (S, t) que determina el valor de la opcién americana
para el activo S en el tiempo intermedio t. Asumiendo que la opcién ame-
ricana solo puede ser ejecutada en instantes discretos tnEL al aplicar nueva-
mente el planteamiento de la medida de martingala, el valor de poseer una

opcién americana en el instante ¢, se traduce a la ecuacién de Bellman[T] :

2Ver anexo A

3En una implementacién numérica el tiempo es un conjunto discreto, por lo tanto calcular
una opcién americana de forma numérica implica calcular una opcién de Bermudas [Farl(]
empleando una malla tan fina como se pueda.

“Donde max(.,.) tiene solo dos entradas.

5Ver anexo B



V (S, (@) t) = maz (TL(S,, (@), tn), e " Ep, (V (Shyrs o) /F2,) (@)

(2.5)
donde II(.,.) es una funcién conocida de pagdf o rentabilidad [G.10]. Por

ejemplo para una opcion financiera call americana tendriamos:

V (S, (W), tn) = maz (S, (w) = K, e "1y, (max (Sp — K,0) /F,) (w))
(2.6)

2.2 Incertidumbre en inversiones de capital.

En esta secciéon se introducen las problematicas a la hora de evaluar proyectos de

inversion.

2.2.1 Impacto de la incertidumbre en el VPN.

El enfoque tradicional basado en el VPN [BOJ puede tener dificultades para valuar
adecuadamente las oportunidades de inversiéon al ser un método que considera
una planificacion estatica y lineal de las acciones, ignorando las oportunidades
que se crean o destruyen en la toma de cada decisién. Una planificacion que se
desenvuelva como un arbol de decision se acerca mucho mas a la realidad, que
un plan estatico que considera poco a las posibles eventualidades, especialmente
cuando la inversion depende de variables inciertas. Otro problema del VPN es que
la valuacion estd influida en gran parte por la aversion o preferencia al riesgo del
evaluador que elije las tasas de descuento [Par|. Esta dependencia a los criterios
del evaluador agrega gran subjetividad a la valuacion, y penaliza a la volatilidad

del retorno, tanto negativa como positiva.

2.2.2 Impacto de la incertidumbre en el valor de la in-

version.

Tal como afirma [LRO1], la incertidumbre puede producir efectos negativos en in-

versiones efectuadas por aquellas firmas con una aversion al riesgo o para aquellas

6Esta funcién se emplea para modelar los ingresos o ganancias percibidos en caso de ejecutar
la operacion que se desea valuar.



cuyo rendimiento es una funcién céncava en relacion a los precios. Otro incon-
veniente importante son los retrasos en las decisiones de inversién, efecto que es
ignorado por la teorias ortodoxas sobre inversién, que asumen que las decisiones
son tomadas en el momento o nunca. Pero la realidad es que esperar nueva in-
formacion puede ser beneficioso para un proyecto y tal posibilidad también debe
ser debidamente valuada. Un tultimo problema es que los métodos que igno-
ran la incertidumbre pueden exhortar a no invertir, mientras que una valuacion
que considere incertidumbre puede establecer lo contrario o el diferir la inversion
[Mar06].

2.3 Valuacién de opciones aplicada a las inver-

siones de capital.

Como afirma [[..04] la aplicacién de conceptos de option-pricing para valuar ac-
tivos del mundo real ha sido un area de crecimiento en la teoria y practica de
la evaluacion de inversiones de capital. Este enfoque ha revolucionado la man-
era en que académicos y profesionales piensan acerca de proyectos de inversion
incorporando flexibilidad administrativa dentro del analisis. Dicha flexibilidad
son las diversas posibilidades financieras que acontecen hasta la expiraciéon de un
proyecto. Siendo que esta puede ser una parte sustancial del valor de muchos de
estos proyectos, ignorar las posibilidades surgidas de la flexibilidad puede sub-
valuar oportunidades de inversiéon induciendo a un uso ineficiente de los recursos
en una economia.

Como forma de sobrellevar las limitaciones del enfoque VPN se han planteado
las opciones reales, que surgen como una extension de la teoria de las opciones
financieras aplicadas a problemas de valuacién de inversiones de capital. Esto
proporciona gran flexibilidad, al sustentarse en procesos estocasticos que modelan
habilmente los rangos de posibles escenarios. Estos escenarios surgen a partir de
las distintas magnitudes de las variables aleatorias subyacentes a la valuacion.
Ademas el enfoque de opciones reales evita tasas de descuento subjetivas, pues
introduce la hipétesis de que el mercado es perfecto y libre de arbitraje, lo que
permite calcular un valor segiin su esperanza descontada a partir de una tasa
libre de riesgo [HJ79).

Asi pues de acuerdo a [CT03], este enfoque de valuaciéon modela las opor-
tunidades y posibles decisiones como diferentes tipos de opciones, entre las que

podemos citar:



e Opcion de posponer: Representa la alternativa de posponer una inversién
por un periodo de tiempo en la espera de mas informacién o circunstancias
mas favorables. Este tipo de opcion real puede ser modelada utilizando una

opcién call americand]']

e Opcion de abandono: Consiste en terminar toda actividad o inclusive opor-
tunidad de futura inversion, ya sea liquidando o abandonando los activos o
recursos con los cuales en un principio se ejecuto la inversion. Este tipo de

opcién es modelado segiin una opcién put americana.

e Opcién de expansion: Consiste en la adquisicion de una mayor cantidad
de recursos productivos o la aceleraciéon de operaciones, en respuesta a re-
sultados méas beneficiosos de lo esperado. Este tipo de opcién es modelado

utilizando una opcién call americana.

e Opcién de contraccién: Esta opcién es lo contrario a la opcién de expansion
consistente en la reduccion de recursos productivos u operaciones, en res-
puesta a resultados menos beneficiosos de lo esperado. Este tipo de opcion

es modelado utilizando una opcién put americana.

e Opciones de extension o pre-cancelacion: Es la posibilidad de dilatacién o
contraccion del periodo de uso de un bien en los términos de un contrato.
El primero se modela como una opcion call americana y el segundo como

una opcion put americana.

e Opcién de cambio: Consiste en la alternativa de emplear los recursos disponibles
para obtener resultados distintos. Esta opcién puede ser modelada uti-

lizando un portafolio consistente en opciones call y put americanas.

e Opcion de clausura y re-apertura: Consiste en la posibilidad de detener y/o
reanudar las operaciones, la primera se parece a la opcion de abandono con
la diferencia de ser una accion reversible. Estas opciones se modelan como

opciones americanas call y put respectivamente.

Sin embargo, el uso de opciones europeas como modelo para opciones reales no
esta completamente excluido, como sera visto posteriormente. En el siguiente
capitulo se describiran los distintos métodos de valoracion de opciones y se eva-

luaran su aplicabilidad y caracteristicas.

"La opcién real planteada como una opcién americana no necesariamente implica las mismas
ecuaciones de Bellman para toda opcién real, su formulacién especifica depende del problema
como se vera mas adelante.



Capitulo 3

VALUACION DE OPCIONES

Desde el trabajo pionero de Black-Scholes [Bla77] varios métodos de valuacion
de opciones han surgido hasta la actualidad, la mayoria como modificaciéon o
adaptacion de los métodos tradicionales y sus hipétesis. No obstante, los métodos
mas ampliamente mencionados en la bibliografia consultada para este trabajo
seran clasificados en tres familias que seran descritas a continuacién, junto a
los modelos particulares que fueron implementados para este trabajo. Esos tres

grupos principales son:
1. Métodos que involucran Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP).
2. Métodos que emplean cadenas de Markov.

3. Simulacién Monte Carlo.

3.1 Métodos que involucran EDP

Los métodos basados en EDP asumen inicialmente que las variables subyacentes
a la opcién estan definidas por una EDE. Si se trabaja el componente estocéstico
de la EDE se obtiene una EDP, la incognita de la EDP es la funcién de valuacion
de la opcién. Esta eliminacion del componente estocéastico resulta de una combi-
nacién de argumentos matematicos y financieros dependientes de las restricciones
e hipdtesis del método en particular. Una vez obtenida la EDP, la ecuacion es
resuelta con métodos analiticos o numéricos por medio de uno de los algoritmos
numéricos para resolver EDPs [E.S77],[ACATI]

El enfoque EDP posee un nimero alto de requerimientos para cumplir en
las hipotesis y un mayor uso de consideraciones analiticas que le restan cierta
versatilidad, sin embargo las EDP se han podido aplicar a dindmicas estocasticas

mas generales que involucran procesos de Levy [D.J09]. Asi, las EDP resultan
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mas apropiadas para problemas que consideren opciones financieras clasicas. Sin

embargo, solo es posible utilizar EDP en problemas de opciones reales que no

tengan caracteristicas muy particulares. Ademas, el hecho que el enfoque EDP

sea capaz de dar una féormula analitica exacta, como la féormula Black-Scholes

para opciones europeas, convierte a las EDP en una alternativa competitiva para

aquellos problemas de opciones reales donde pueda aplicarse.

3.1.1 Modelo Black-Scholes

Particularmente, el modelo Black-Scholes requiere las siguientes hipétesis [J.05]:

1.

7.

8.

El activo subyacente sigue una dinamica geométrica browniana con una
tendenciaﬂ y volatilidad constantedﬂ.

. La opcién a calcular es europea.

. La tasa de interés libre de riesgo es conocida y constante.ﬁ

No existe la posibilidad de arbitraje, es decir que no es posible tomar una
ventaja econémica libre de riesgo de una diferencia de precios entre dos o

mas mercados, a una tasa mayor de la tasa libre de riesgo.

. Es posible prestar dinero a una tasa de interés constante libre de riesgo.

. Es posible comprar y vender cualquier cantidad fraccional del activo sub-

yacente. Esta hipétesis también incluye ventas en cortcEL es decir vender
un activo arrendado en el momento, con el compromiso de devolverlo al

arrendador en una fecha determinada.
No existen tarifas o costos de transacciénP}

Los activos no producen dividendos a su poseedor.

Utilizando las siguientes notaciones:

e t es el tiempo.

e S es el precio estocéastico del activo subyacente.

L Drift.

2Se refiere a o constante en la ecuacién

3La tasa a la que es posible incrementar el valor de un activo sin ningin riesgo, como por
ejemplo los bonos de algunos paises (paises con calificacién de riesgo AAA).

4Short Selling o Shorting.

5Pese a ser poco realista es una hipdtesis bésica del modelo
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V' (S,t) el precio del derivado financiero a obtener.

K es el precio de ejercicio.

r es la tasa de interés libre de riesgo.

i es la tasa anual de crecimiento de Sﬁ

o es la volatilidadl

W; es un proceso de Wienerff| en el instante .

Bajo la primera hipdtesis tenemos la siguiente ecuacion diferencial estocastica
(EDE)}
dS = pSdt+ oS dw. (3.1)

Suponiendo que V sea el precio del derivado, entonces deberia estar en funciéon
de S y t, por lo que es posible aplicar el Lema de Itom a la ecuacién (3.1

obteniendo:

ov oV o*S52 0%V ov
oS ot 2 052 oS

AV = (us + 4 dt + —05 dW. (3.2)

Suponga que un portafolio II, es conformado al emitir la opcién y poseer d

unidades del activo subyacentd'] Por lo tanto tendriamos:

I, = —V +4S. (3.3)

El cual tendria la siguiente discretizacién de su variaciéon en un periodo At in-

finitesimal:

AIl, = —AV + §AS. (3.4)

Si también discretizamos (3.1)) y (3.2)), obtenemos respectivamente:

AS = uS At + oS AW, (3.5)

SEs una tasa para la variacién no-estocastica de S a lo largo del tiempo

"Es una tasa para el nivel de incertidumbre de S a lo largo del tiempo

8Ver anexo A .

9Ver definicién de EDE en anexo A .

10Ver anexo A .

HEn donde estarfamos haciendo uso de la sexta hipétesis pues § también toma valores no
enteros.
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oV oV o02S5%20%V oV
ANV =—uS+—+——+ | At + —0SAW. 3.6
(as“ T T as2> T 95° (3.6)
Las expresiones (3.1) y (3.2) comparten un mismo proceso de Wiener por lo que

para un instante dado AW = ey/At serd el mismo en (3.5 y (3.6)), conforme a
([WP95]). Reemplazando (3.5)) y (3.6 en (3.4) obtenemos:

oS
(3.7)
Si convenientemente se hace que la cantidad de activos del portafolio 11, tenga
el siguiente valor § = ‘3—‘; la ecuacion |} se convierte en:

ov g ov 028282V> ov

ov
AL, = —A —A .
» V+ 59 S (3.8)
y entonces ([3.7)) se simplifica, obteniéndose:
oV 10*V
AL = | ——— — ———0%S%| At. .
v ( ot 2652"S> (3:9)

Como el portafolio I, no depende de variables estocdsticas entonces este
carece de riesgos en el periodo At. De las hipotesis 3, 4, 5 y 7 se deduce que
dicho portafolio tiene la misma tasa r de ganancia instantanea que otras inver-
siones libres de riesgo. Si se ganara mas con este portafolio seria posible hacer una
ganancia que viole la hipdtesis de arbitraje al realizar ventas cortas de inversiones
libres de riesgo para utilizar el efectivo obtenido invirtiendo en este portafolio;
igualmente si se ganase menos con este portafolio entonces la hipotesis de arbi-
traje se violaria ante la posibilidad de vender de forma corta el portafolio para

invertir el efectivo obtenido en inversiones libres de riesgo a la tasa r. Por lo

tanto:
AIL, = ¢TI, At. (3.10)
Reemplazando ({3.8]) y en (3.10)), obtenemos:
oV 10*V , , oV
—_— At=r|-— — S| A 11
( v 2@52"5’) : r(V—I—aSS) ' (3.11)

12Hecho posible gracias a la hipétesis 6.
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que deriva finalmente en la ecuaciéon de Black-Scholes([WP95]):

87V_|_ 0252627‘/_‘_7»881 —
ot 2 052 oS

La solucién de esta ecuacion dependera de las condiciones de contorno que

A% (3.12)

sean impuestas, para opciones europeas call y put tenemos que las condiciones

respectivas son las siguientes para t = T"

V =max (S — K,0), (3.13)

V =maz (K — S,0). (3.14)

La solucién analitica de la ecuacién Black-Scholes con estas condiciones de con-
In(S/K)+(r+02/2)(T—t)
o T—t ’
dy = dy — /T — t y la funcion de distribucion acumulada de una variable nor-
2

torno nos provee de las formulas de Black-Scholes. Sean d; =

mal estandar N (z) = \/% J*. e~ "Tdy, entonces las respectivas férmulas para

opciones europeas call y put sonﬁ:

C(5,t) = SN(dy) — Ke " T=IN (dy) (3.15)
P (S,t) = Ke"T"YN (—dy) — SN(—dy). (3.16)

3.2 Meétodos que involucran cadenas de Markov

En estos métodos se discretizan el tiempo y las variables estocasticas subyacentes
de modo que estas se comporten como cadenas de Markov y dependiendo del
tipo de opcién financiera, el calculo se realiza aplicando programacién dinamica,
donde los valores estimados de la opciéon en un tiempo t,,; se emplean para
estimar la opcién en el tiempo previo ¢, . La forma en que se puede construir
esas cadenas de Markov no es unica, siendo que este enfoque tan general no
es aplicable de una tnica manera. Sin embargo, los métodos mas conocidos y
presentes en la literatura son aquellos donde se asume que si .S, = x, entonces,
Sp11 solo puede tener una cantidad finita y constante k de posibles valores, donde
se estima la probabilidad condicional de que S, tenga cada uno de esos k valores
de modo que la cadena de Markov aproxime sus esperanzas y varianzas a otro

proceso estocastico previo. Los métodos mas conocidos con la caracteristica recién

13Ver ejemplo en Anexo C
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descrita son el método binomial que considera k£ = 2, el trinomial donde k£ = 3, en
el caso de una variable y en el caso de dos variables el pentanomial donde k = 5.
A continuacion es presentado el método binomial, luego del pentanomial y por
ultimo analizaremos el enfoque mas general de la aproximaciéon por cadenas de
Markov.

3.2.1 Meétodo binomial

En este método se asume que la variable subyacente S puede ser modelada uti-

lizando un camino discreto aleatorio con las siguientes caracteristicas[WP95]:

e El precio de S cambia solo en los instantes At, 2At, 3At ... hasta MAt =T,

la fecha de expiracion de la opcion.

e Siel precio de S es P en el instante mAt entonces en el instante (m + 1) At
este solo puede tomar dos posibles valores uP > P o dP < P, donde u seria

un factor de subida y d un factor de bajada.

e La probabilidad p de que S se mueva para arriba u.S es conocida y por lo

tanto también la probabilidad 1 — p de que se mueva para abajo dS.

e Una condicién no necesaria es u = 1/d, sin embargo la condicién simplificara

el analisis del arbol binomial que analizaremos a continuacion.

Notese que estas propiedades nos permite emular un grafo dirigido que denota
todos los posibles caminoﬁ, en donde un nodo es un posible estado en un instante
dado. En el primer instante 0 solo tenemos un estado conocido: el valor inicial
de la variable subyacente Sy, después los dos tinicos posibles valores u.Sy y dSy en
el tiempo Aﬁ, donde ambos estados al evolucionar cada uno en solo otros dos
estados generan a u2Sy, duSy = udSy y d*Sy, en el tiempo 2/\t. Asi sucesivamente
hasta M At = T. Vemos también que d"'u/Sy v diu’*1S, se reconectan cuando
uno sube y el otro baja respectivamentﬂ, eso implica que en el instante mAt
existen m + 1 posibles estados. Sea S]* el n-ésimo estado en el m-ésimo instante,

entonces definimos la siguiente indexacion:

Sm = 4™ "y Sy (3.17)

En la literatura se lo llama &rbol binomial .

15Consecuencia directa del segundo item.

16Consecuencia de que no importe el orden de subidas o bajadas para ir de un nodo a otro,
siempre que tanto el numero de subidas o bajadas permanezca igual, lo cual es independiente
deu=1.
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Figura 3.1: Arbol binomial con la condicién u=1/d.

paran € {0,1,....m}.

La condicién u = 1/d implica las siguientes férmulas para obtener el factor d
de bajada, el factor u de subida y la probabilidad p de subida respectivamente
[WP95):

d=A— VA1
W= A+ V=T (3.18)

o €TAi7d
b= u—d

donde A = % <emt + e(HUQ)At). De modo que para el proceso discreto binomial

se tendria la siguiente esperanza condicional :

E(V(Sm1) /5™ = sp) = pViit + (1= p) Vit (3.19)

La valuacion de la opcion se realiza primero asignando una variable V" a cada
nodo con su correspondiente S;" y conociendo de antemano las condiciones finales
en el M-ésimo instante (tltimo instante), por ejemplo para el caso de un call
option europeo tendriamos: VM = max (0, SM _ K ) donde K es el precio de
ejercicio de la opcién. Conocidos los valores de la opcién en todos los nodos

de un (m+1)-ésimo instante se procede a calcular los valores en los nodos del
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m-ésimo instante por medio de la siguiente recursion:

V=B (Sp,r (pVit+ (1= p) V), (3.20)

n

donde B representa una ecuacién de Bellmanﬂ para un problema de opcién de-
terminado, en funcion del valor de la variable subyacente S en dicho nodo, la tasa
de interés libre de riesgo r y la esperanza condicional . En el caso de una
opcién europea , V' se considera nada mas que el valor de esa esperanza
condicional al vencimiento descontandole la tasa de interés:

V= e A (pVmit + (1= p) V). (3.21)

n

Al aplicarse (3.20]) iterativamente finalmente se obtendra V7 el valor final de la

opcion]

3.2.2 Método pentanomial

Por su velocidad de calculo el método binomial es un excelente método para mo-
delos que consideran una variable subyacente que sigue un movimiento geométrico
browniano [D.J02], pero ya no es posible aplicarlo cuando debemos considerar dos
variables subyacentes aleatorias Sy y So, con sus propias distribuciones geométrico-

brownianas, es decir:

dSl == ulSldt + alsldWl,
dSQ = /,LQSth —+ O'QSQCZWQ,

(3.22)

donde un coeficiente de correlacion p relaciona Wy y W,. Un trabajo que ha
tratado de desarrollar un método similar al método binomial en un intento de
emular su misma eficiencia y simplicidad, es el de Kamrad y Ritchken [KB91],
donde desarrollan un procedimiento relativamente simple que no requiere el em-
pleo de tablas para la obtencién de los pardametros necesarios como se ven en
otros algoritmos [P.P8§].

En cuanto a requerimientos técnicos, emplear un enfoque lattice method como
éste pero con solo dos posibles eventos no es factible para un problema bidimen-
sional, siendo que este método pentanomial considera cinco posibilidades para
lidiar con esa dimension extra, en donde cada una de las dos variables posee sus

propios factores de subida u; y bajada d;; como se relaciona en la tabla de abajo:

ITEsta generalizacién es propuesta para representar una amplia gama de problemas de op-
ciones reales indeterminados.
18Ver ejemplo en Anexo C
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P Factor 2

Figura 3.2: Evolucién de estados en el siguiente instante a través del plano, el

evento cinco implica permanecer en el mismo estado.

Evento | Factor 1 | Factor 2 | Prob. de ocurrencia
E Uy Ug P1
Ey Uy do P2
E3 dy do P3
E, dy U2 Pa
E5 1 1 D5

Los factores de subida y bajada se obtienen con las siguientes formulas [KB91]:
u; = e)‘“i\/E y d; = u%, para un parametro arbitrario A > 1 que afecta la
magnitud de los saltos. Adicionalmente, es importante mencionar que también
se emplea un planteamiento de igualar esperanzas y varianzas condicionales entre
un proceso continuo y otro discreto similar al método binomial. Tomando u; =
r— %’2 para la tasa libre de riesgo r, ese planteamiento nos permite representar
las probabilidades p; por medio de las siguientes formulaciones explicitas|[KB91]:

1
2

I
>

P11 =

D2 =

PN,
X

n
n

ps =14+ (3.23)
n

_ 1
p4_1 22

ps=1—55.

YDonde i € 1, 2.
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(e u®)
(2,1}
{e,16)
(%)
()
(1%
> (1.1)
(1.a%
(d)
()
(d.d)
(2,1}
{a*.d%)

1.1}

Figura 3.3: Arbol pentanomial de dos etapas, gréifico extraido de [NHB02].

El arbol pentanomial es mas complejo, pero la implementacion es la misma
que en el método binomial. Si consideramos la siguiente variable subyacente final
S = 515, tal que Sy = 5’8)0, entonces podemos definir la siguiente indexacion, de
modo a asignar cada posible valor de S a cada nodo del arbol pentanomial, en el
instante discreto mP%

Sy, = uT_pungpngo. (3.24)

donde m > |n|+ |pfY Entonces de forma similar al método binomial la valuacién
de la opcion se realiza primero asignando una variable V", a cada nodo de indice
(n,p) con su correspondiente Sty Conocidos los valores de la opcién en todos los
nodos de un m-ésimo instante se procede a calcular los valores en los nodos del
(m-1)-ésimo instante por medio de la siguiente recursion, con B como la ecuacién

de Bellman| de la opcién financiera:

Vnp =B (SZ?”’ " plv’?rlr’ll’“ T pQVﬁJ{}p—l + p3VﬁJ1r,lp—1 + P4Vnnf1r,1p+1 + ]95‘/7:;“) :
(3.25)
Finalmente, la recursion ([3.25) permite retroceder en el indice del tiempo m

hasta llegar al inico nodo de m = 0, obteniéndose Vj; el valor final de la opciénﬁ.

20FEsta indexacién es propuesta en esta tesis para dar al método pentanomial el mismo
tratamiento que al método binomial, sin embargo no modifica al algoritmo de ninguna manera,
pues solo afecta la forma en que se formula el calculo de las opciones.

2ILos indices pueden tomar inclusive valores negativos.

22La misma generalizacién que en el caso del método binomial.

23Ver ejemplo en Anexo C
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3.2.3 Aproximacion por cadenas de Markov

Este enfoque generaliza los algoritmos de tipo binomial o pentanomial. Estos
algoritmos consideran que el proceso estocastico discreto que aproxima las vari-
ables subyacentes posee la propiedad de evolucionar solo en un ntmero fijo k
de otros estados, mientras que considerando el concepto de Cadena de Markov
podemos asumir que un estado es capaz de evolucionar en cualquier otro estado.
Todos los estados posibles pertenecerian a un conjunto previo de estados que es
llamado espacio de estados. Primeramente se definen dos conceptos matematicos

relevantes:

Cadena de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocastico discreto X, tal que si w pertenece
al espacio muestral € entonces X (w) € {a;}, un conjunto numerable llamado

espacio de estados y para todo n tenemos:

P ((Xn+1 = a;) / (Xn = ai(”))) -

(3.26)
P ((Xn—H = aj) / (Xl = ai(l), X2 = ai(g), ceny Xn == ai(n)»

En donde el lado izquierdo de la igualdad representa la probabilidad que el
proceso estocastico evolucione al estado a; en el paso n + 1, si en el paso n es-
tuvo en el estado a;(,); mientras que el lado derecho representa la probabilidad
de que el proceso estocastico evolucione al estado a; en el paso n + 1, si pre-
viamente estuvo en los estados a;) en cada paso k para 0 < & < n+ 1. En
otras palabras, una cadena de Markov es un proceso estocastico discreto, cuya
probabilidad de evolucionar a un estado futuro solo depende del estado en el que

este en el momento actual.

Matriz de transicién

Supongamos que una cadena de Markov X,, es homogénea en el tiempo, es decir

para todo n y m:

P((Xni1 = a;) [ (Xn = ai)) = P (Xmi1 = a5) / (X = @) (3.27)
Entonces se define la matriz de transiciéon M segin:

My =P (X1 = a5) / (X = 01)). (3.28)
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Esta matriz de transicién junto a la distribucién inicial’’] contienen la infor-
macion que define el comportamiento de la cadena de Markov a lo largo del
tiempo y cualquier algoritmo que sea caso particular de este enfoque general
debe tener su propia matriz. Como se ha mencionado el método binomial y pen-
tanomial pueden considerarse casos particulares de este enfoque. Para probarlo
encontraremos sus respectivas matrices de transicion. Manteniendo los mismos
parametros introducidos en la subseccién tenemos que un arbol binomial
con n periodos tiene el siguiente espacio de estados {ak = uk_”_lSo} donde

ke {l,2,...,2n+ 1} y una matriz M de transicién que cumple lo siguiente:
o M;j=psij=1i+1
o M;j=p—1sij=i—1
e M;; = 0 para cualquier otro caso.

En el caso del método pentanomial definir una matriz de transiciéon especifica
para n periodos puede implicar expresiones muy complejas, por lo que a con-
tinuacion explicamos una construcciéon muy general que también sirve para el
método binomial como otros lattice methods. Como estos algoritmos disponen
de un ntmero limitado de estados por instante de tiempo, entonces el ntimero
total de posibles estados es limitado y numerable por lo que existe una secuencia
{ar} de vectores de ¢ dimensién para cada estadoﬁ, donde el j-ésimo valor del
vector a; representa el valor de la j-ésima variable estocastica para el estado i.
Por lo tanto, tendriamos una matriz de transicion donde para cada i-ésimo es-
tado y suponiendo que cada estado solo puede evolucionar en h posibles estados,

entonces:

ity = Pk donde k € {1,2,...,h}, Y pp = 1y f: N — N determina los

indices de los posibles futuros estados al que evolucionaria el estado .

e M; = 0 para cualquier otro I.

3.3 Meétodos Monte Carlo

Los métodos Monte Carlo comentados en este trabajo y aplicados a la valuacion

de opciones consisten principalmente en un gran nimero de simulaciones de un

24T,a, funcién de distribucién de Xp.
ZRecordando que se traté solamente el caso donde u = 1/d.
26Habiendo ¢ variables estocisticas.
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proceso estocastico discreto. Esta discretizacién es obtenida a partir de un es-
quema numérico aplicado a una ecuacién diferencial estocastica y la simulacion
es realizada al emplear niimeros aleatorios con cierta distribucién para obtener
un valor numérico igualmente aleatorio para cada simulacién. Esos valores en
su conjunto serian evaluados con un muestreo estadistico para obtener un valor
numérico final como un promedio de todas las simulaciones individuales reali-
zadas.

El enfoque Monte Carlo tiene tres puntos fuertes: en primer lugar es muy
versatil y relativamente facil de implementar por lo que frecuentemente es apli-
cado en problemas de opciones complejos para los cuales otros enfoques no han
desarrollado todavia un algoritmo efectivo o implementable. En segundo lugar
la literatura sugiere que el nimero de dimensiones del problema afecta menos la
eficiencia de los algoritmos Monte Carlo que a los demas algoritmos [M.11]. Por
ultimo al emplear multiples simulaciones individuales eso lo hace un enfoque muy
paralelizable y facil de implementar en varios procesadores.

En cuanto a las desventajas de este enfoque tenemos las siguientes: en primer
lugar el error numérico de nuestro resultado siempre es estocastico, es decir a
diferencia de otros métodos numéricos no existe una cota para el error con un
100% de confianza®] Este inconveniente puede ser revertido en cierto grado em-
pleando técnicas de control de error [G.03]. Por tltimo, esta el inconveniente de
la velocidad siendo que mantener un error estocastico relativamente minimizado
puede requerir un nimero de simulaciones que van desde unos miles hasta mil-
lones.

Por todos los pro y contras mencionados, este enfoque suele ser principalmente
empleado cuando los demas enfoques se muestran imposibles de implementar o
muy ineficientes, por lo que el enfoque Monte Carlo es recomendado para tratar

problemas de opciones que sean muy complejos.

3.3.1 Simulacién Monte Carlo

Para implementar un método Monte Carlo en un problema de valuacién de op-
ciones cuyas variables subyacentes dependan de algtn sistema de EDEs, primero
debemos discretizar el tiempo, de modo a obtener una recursién estocastica cuyos

caminos se acerquen lo mas posibles al proceso estocastico solucion del sistema.

2"Por ejemplo, en el caso del método de Euler para ecuaciones diferenciales ordinarias existe
en teorfa una cota, que esta en funcién de ciertas constantes cuyo valor no es conocido de
antemano [BRL10].
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A continuacién se explica la idea para el caso univariable, sea la siguiente EDE:

dS = a(S)dt + b(S) dW, (3.29)

dondea:R =R, b: R — Ry W es un proceso de Wiener. Sea Sy el valor inicial
de la variable subyacente, entonces la discretizacién Euler-Maruyama [D.J01] con

At fijo nos daria la siguiente recursion:

Sir = So+a(Sy) AL+ b(S,) AW, (3.30)

donde AW,, = Win11)at — Whae, este esquema es de primer orden de precision.
Otro esquema muy empleado para discretizar (3.29)) es el esquema de Milstein
[D.JO1]. Esta discretizacién es de segundo orden de precisiéon y consiste en la

siguiente recursion:

et = Su + a(Sy) At +b(S,) AW, + ;b’ (S b(S) (W) = At). (3.31)
Tanto en el esquema ([3.30) como en el podemos observar que la aleato-
riedad del (n + 1)-ésimo termino se debe a AW,,, que se implementa computa-
cionalmente como una secuencia de ntimeros aleatorios probabilisticamente inde-
pendientes segin una distribucién normal, de media 0 y varianza A@ Por lo
tanto, por medio de estas discretizaciones trabajaremos con procesos estocasticos
definidos solamente en instantes multiplos de At. Cada simulacion o realizacion
del proceso estocastico discreto consiste en una secuencia {S,} dependiente de
otra secuencia {AW,, (w)} donde w es un experimento aleatorio de un espacio
muestral €.

Si quisiéramos simular dos variables estocasticas que sean movimientos geométrico-
brownianos con una correlacién p, donde cada una cumple una ecuacién de la
forma , entonces cada una de las variables estocisticas S' y S? tendrd su
correspondiente discretizacion {S!} y {S?}, dependientes de {AW!} y {AW?2}
respectivamente. Por lo tanto, se definira otra secuencia auxiliar de nimeros
aleatorios probabilisticamente independientes {AW?} de distribucién normal,
media 0, varianza At y probabilisticamente independiente de {AW!} tal que
AW? = pAW! + /1 — p?W3 [J.05], obteniéndose de ese modo la correlacién

necesaria entre S' y S2.

28Sin entrar en muchos detalles, actualmente muchos paquetes cientificos como Matlab ofrecen
comandos para generar numeros aleatorios.
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3.3.2 Método Monte Carlo para valuaciéon de opciones eu-

ropeas

La valuaciéon Monte Carlo en su sentido més simple consiste tnicamente en
obtener un valor de valuacién v /%] para cada una de las n realizaciones w y
finalmente obtener el valor final V' como un promedio de las n valuaciénes ante-

riores:

V= Ze=tle (3.32)
n

Este tipo de valuacion es efectivo para opciones europeas, pero no resulta aplicable
a opciones americanas, por no brindar una forma clara de estimar esperanzas

condicionale?]

Valuacion de una opcién financiera europea de una variable

Supongamos que deseamos calcular una opciéon europea , con tasa libre de
riesgo 7, tiempo de expiracién Ty precio strike KPT Una vez obtenidas las
secuencias {5, (w)} para cada realizacion uﬂ, como la opcién europea depende
solamente del valor de la variable subyacente al vencimiento 7', entonces para cada
realizacion w la tenencia de una opcién europea con los parametros mencionados

implica el siguiente beneficio econémico al tiempo 0:
v, = e "Tmax (SATt (w) — K, O) (3.33)
que siendo aplicado a la expresion (3.32)) nos da el valor final de la opcidn.

Valuaciéon de una opcién europea de dos variables

Supongamos que deseamos calcular una opcién europea con los mismos parametros
anteriores, pero donde la opciéon depende de una variable construida a partir de
dos variables estocasticas S = S'S%. Una vez obtenidas las secuencias {S} (w)}
v {52 (w)}, para cada realizacién w la posesiéon de una opcién europea implica el
siguiente beneficio econémico:

v, = e T max (SlT (w)S% (w) — K, O) (3.34)

At At

29Por lo que estaria en funcién de cada simulacién w de las variables discretas S? al tiempo
de expiracién T

30Ver ejemplo en Anexo @D
31Tal como se defini6 en l}

32Es decir cada camino de nuestro proceso discretizado que hallamos simulado.
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que al ser aplicado a la expresiéon (3.32)) nos da el valor final de la opcién.

3.3.3 Meétodo Monte Carlo de minimos cuadrados (LSM)

El LSM tiene lo necesario para estimar esperanzas condicionales por lo que re-
sulta util para calcular opciones americanas. Esto parte de la idea matematica

fundamental que la esperanza condicional

E(V (Spir, (n+1) At) /S,)

puede ser estimada por medio de una funcién obtenida con una regresion lineal de
minimos cuadrados en los puntos {S, (w),V (Sp+1(w),(n+ 1) At)} con n fijo,
utilizando una familia de funciones Fj : R — R como basem. [LEOT]

Valuaciéon de una opcién cuya ecuacion de Bellman este en funciéon de
una esperanza condicional

Supongamos que una funcién de valuacién cumple la siguiente ecuacién de Bell-

V (S, nst) = B (S, 7, 0L E(V (Spsa, (n+ @) At) /S0)) (3.35)

entonces se realiza una regresion lineal de minimos cuadrados con una familia de
funciones {f;} en los siguientes puntos {S, (w),V (Snta (W), (n + a) At)} obte-

niendo una funciéon F (z), tal que si S, (w) = x entonces:

E(V (Spia, (0 + 1) AL) /S,) (w) ~ E () (3.36)

de modo que reemplazando en la ecuacién de Bellman ([3.35) obtenemos las si-

guiente estimacién para cada w:

V (S, (w),nAt) =B (S, (w),r,nAt, E (S, (w))) . (3.37)
En el caso de una opcién call americana comun tendriamos:

V (S, (w),nAt) =B (S, (w),r,nAt, E(S, (w)))

~ maz (e E (S, (@), S, (W) — K) (339

33Funciones de regresién, como ser polinomios.

34Ver ejemplo en Anexo C
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Figura 3.4: Esquema del LSM aplicado a una opcién americana [BG11].

De esa manera, conociendo la funcién de valuacion en el tiempo 7', se estima
la funcién en el tiempo T — a/\t, a partir de esta se estima T — 2a/A\t y asi
hasta llegar al valor de la funcion de valuacién en el tiempo 0. En el trabajo
original que propone este método [LF01] se sugiere realizar la regresion solo en
los w que estén In the money, es decir en aquellos w tales que S, (w) — K > 0,
por una cuestion de mera eficiencia computacional. El calculo de la opcién para
Sp (w) = S!(w)S? (w) se realiza al igual que el caso univariable, con los S! (w)

definidos de la misma manera que en la valuaciéon de opciones europeas bivariable.



Capitulo 4

EL ENFOQUE DE VARIABLE CONTINUA

La idea de este enfoque estd fuertemente inspirada en la aproximaciéon por
cadenas de Markov, pero difiere de esta al considerar un conjunto de estados
infinito y continuo para cada variable estocastica, mientras que los métodos por
cadenas de Markov trabajan con un niimero finito y discreto de estados. Antes de
hablar de la propuesta en si, se explica la idea fundamental de este enfoque para
el caso univariable donde el proceso no varia su comportamiento en el tiempo,
aunque dichas restricciones no son hipétesis necesarias para la propuesta que se
aplica a procesos mucho mas generales.

Como se ha comentado anteriormente el enfoque de aproximacion por cadenas
de Markov generaliza a otros algoritmos como el método binomial, pues es posible
aproximar los procesos estocasticos continuos por medio de un proceso discreto
donde un estado puede evolucionar a cualquier otro. Para utilizar este enfoque se
debe asignar la probabilidad de que un estado a; evolucione a otro estado a; en el
siguiente instante de modo a acercar el comportamiento del proceso discreto X,
lo més que se pueda al proceso continuo S;. Eso se puede conseguir de distintas
maneras. En el caso de los Lattice Methods se suelen igualar las esperanzas y
varianzas condicionales de los procesos discretos y continuos. En el caso de esta
propuesta se emplearan esquemas numéricos como se vera méas adelante. Por lo
tanto manteniendo la misma definiciéon y notaciones para cadena de Markov X y
matriz de transicion M de la subseccion (3.2.3)), supongamos lo siguiente:

e El espacio de estados X, € {a;} es un conjunto finito.

e Los procesos estocasticos X,, y S; son homogéneos en el tiempo, es decir la
probabilidad condicional de que un estado evolucione a otro no varia en el

tiempo (como los modelos més usados en finanzas).

e Los valores {a;} del espacio de estados discreto son elegidos para compor-
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tarse de forma parecida a los mismos valores de la variable estocastica del

modelo continuo S

Si consideramos el vector columna V' donde V; = v(a;) para v : R — R (una
funcién que aproxima el valor de la opcién en el instante), E (X/A) la esperanza
condicional de X sobre el evento A y definiendo @) := MV, entonces se tendria

la siguiente esperanza condicional que cumple:

Qi =) vlaj)M;; = Z:U(aj)lp’(v (a;) /Xn = a;) = E (v(Xpt1) /X = a;) . (4.1)

Jj=0

El cual se emplea para estimar la siguiente esperanza condicional:
E (U (Sth) /Stn) (W) = E (v (Xnt1) /X = ai) (4.2)

donde S;, (w) = a; para w en el espacio muestral 2. El enfoque Path Integration
toma todos los puntos de un intervalo finito [c1, ¢3] como estados para un proceso
de Markov P, : 2 x N — [¢1, ¢o] aproximando S; tanto como se requiera con
solo afinar la discretizacion del tiempo, un proceso estocastico como ese posee un
conjunto de estados no-contable. Entonces consideramos f : [¢1, ¢a] X [e1, ¢0] —
[0,00) tal que f(z,y) es la funcién de densidad de P,y si P, = y, en tanto
que el lado derecho de puede ser remplazado por una integral que estima la

esperanza de v(P,y1) si P, = a; y Poy1 € [c1, ¢ol:

E (v (Si) /Sh,) (@) ~ / P (@) f (z,a5) dr. (4.3)

Cc1

Generalmente la estimacién es mejorada cuando [cq, ¢] cubre gran parte de R
porque frecuentemente los valores de S; no se restringen a un intervalo finito. Este
ejemplo unidimensional puede ser extendido a multiples dimensiones con casi los
mismos conceptos. Lo que se acaba de comentar todavia no es un verdadero

procedimiento, tan solo una comparacion entre enfoques.

4.1 Descripcion del algoritmo

Esta aplicacion del PIM es propuesta para calcular multi-opciones de multiples
variables [GS11]. Las entradas de este algoritmo son a) Una discretizacién de las
variables subyacentes , b) Las ecuaciones de Bellman que determinan el tipo
de opci6n ([4.6)), ¢) Un conjunto de puntos {P;} en R™ y una regién finita Qp en

!Segiin algtin criterio no definido para ser mas generales.
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R™ para cada elemento P de {Py}. Considerando la siguiente notacién:

e La variable de tiempo es t.

e Un vector de n procesos estocasticos: X; = (X}, X7, ..., X}"), con: dX; =
(dX},dX2, ..., dXD).

e Un vector de m procesos de Wiener W, = (W}, W2, ..., W/™), con: dW,; =
(AW}, dW?,...,dW/™) y una matriz de correlacion p definida por p;; =
corr (Wi, W).

e Una familia de n funciones f; : R"*! — R y una familia de n x m funciones
gij - R = R.
Adicionalmente, consideraremos un sistema de ecuaciones diferenciales es-

tocasticas con solucién tnica fuerte [kKB03|:

dX} = f; (t, X)) dt + > gij (¢, X;) AW . (4.4)

j=1
Sea un sistema de recursiones estocasticas obtenidas al aplicar en (4.4) un es-
quema numérico como Euler-Maruyama o Milstein [D.J01], con una discretizacion

uniforme del tiempo:
Xiq = F; (k, At, Xy, AW, (4.5)

donde k representa el nimero de pasos, /At la discretizacién constante del tiempo,
Xy = (X}, X2, ..., X}) el vector de los procesos estocésticos discretizados en el
paso k, AWj, = Wigy1)at—Wiae y una familia de n funciones Fj : NxR2m+ Rﬂ

Suponga la existencia de una funcién discreta de valuacién V' que depende de
{X;} como variables subyacentes y un vector Y conteniendo pardmetros particu-
lares de un problema especifico (como el parametro r de la tasa libre de riesgo),

entonces tendriamos una ecuacién de BellmanP| de la forma:

V (Xiota) = mazierx,,) {Hi (Xo,, VE Vi (X tann) /X0 ]) ) (46)

donde H; : R""P*2 — R t, = a/\t, p es la dimensién de YV, I (X;,) representa el
conjunto de todas las posibles decisiones en el estado X;,, V; es la funcién de va-
luacion de la opcion eligiendo i y E [V; (X4, ,t.) /X:,] es la esperanza condicional
de V; sobre X, .

2Cada funcién generaliza la forma de la discretizacién del proceso estocistico multivariable
para cada dimensién.

3Ver anexo B
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Definimos la siguiente funcién G : R” x N x I (R") — R:

G (P,a,i) =E[Vi (Xip1otar) /X, ] () (4.7)

para todo w que pertenece al espacio muestral tal que X, (w) = P (expresion
que solo depende del tiempo y del estado actual P, porque X, es un proceso de

Markov). Entonces se puede realizar la siguiente estimaciénﬂ:

G (P,a,1) = /ﬂp J(T1y ey ) Vi (21, ooy Ty tagr) dy...dy, (4.8)
donde J : R™ — R es la funcién de densidad conjunta de X, si X, = P (usando
(4.5) v Qp = [p1,q1] X ... X [Pn,qn] que es una regién lo suficientemente amplia
para una buena aproximacion de la integral.

Al igual que en otros algoritmos de valuacién de opciones, aqui se aplica pro-
gramacion dindmica estocdstica backward [R.E03], tomando la estimacién de la
funcién de valuacién en el instante disponible mas proximo al instante 0, para
luego emplearlo para estimar nuevamente la funciéon de valuacion en el tiempo
discreto anterior. Sea V nuestra aproximacion de V' y suponga que es una buena
aproximaciéon de la funcién de valuacién V' (z,t,41) (con t,4; fijo) en una region
Qa1 C R™. Entonces calculamos (4.8) (con V (z,tq41)) reemplazando en
y por lo tanto obteniendo una nueva aproximacién V (z,t,) en un conjunto de
puntos previamente selectos {FPy} C Q,41. Sin embargo, para repetir el mismo
procedimiento y obtener una estimacion de la funciéon en otro instante previo
V (2,t,_1), primero debemos tener una estimacién de V (z,t,) en otra regién
Q, C R” lo suficientemente amplia. Para ello finalmente hacemos una interpo-
lacién o regresion en el conjunto de puntos {Pk, 1% (P, ta)} empleando una familia
predeterminada de funciones como basd’}

Una forma computacionalmente eficiente de hacer esto es por medio de una
interpolacion local, donde debemos crear una particion de 2, = Uq; donde cada
Vi : a; — R es aproximado por una interpolacién de V; (x,t,) en B;N{ P}, donde

a; C Bﬂ El algoritmo acaba cuando el procedimiento alcanza al primer instante

4Lo cual es una extensién multivariable a lo expuesto en [MG02].

5Determinar la mejor familia de funciones en términos de precisién y eficiencia queda como
un aspecto abierto para trabajos futuros.

63; se trata de un conjunto que contenga en su interior una cantidad baja de elementos de
{P:}, de modo a evitar los problemas que se comentan en el siguiente parrafo.
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discreto, a = 0. El siguiente pseudo codigo representa lo que acaba de ser descrito:

N = A% = Numero de pasos.

M =cardinalidad de {P;}.

L =cardinalidad de I (X )]

Discretizar la EDE que modela las variables subyacentes.
Determinar la funciéon de densidad conjunta de las variables discretas de
E3).

desde i =1, ..., N hacer

desde j =1, ..., M hacer

desde k=1, ..., L hacer

‘ é (P]7 iv k) - fﬂj JPj (Ila 7x'n,) vk (xb ooy Ly tz) dIldIn,

fin_desde
V(P tic1) = mazgerco) {He (P, Y, G (Py,i,k)) };
fin_desde
Interpolar o aplicar una regresién a {Pj, 1% (P, ti,l)};
fin_desde

Algoritmo 1: Aplicacién del Path Integration Method

“Este pseudo codigo asume que el nimero de posibles decisiones en cada estado y tiempo es
la misma, ademas que cada decisién i corresponde a una funcién de valuacion V;

En cuanto a la eleccién del tipo de aproximacion a emplear, si se efectiia una
interpolacion con polinomios de grado muy alto hay que tomar en cuenta al efecto
oscilatorio llamado Fendmeno de Runge[DGOS], el cual puede producir resultados
muy imprecisos. Tal inconveniente se puede minimizar con el uso de polinomios
de menor grado, como en el caso de las interpolaciones spline [L.07] usuales u

otras estrategias de aproximacién pensadas para evitar dicho problema [DGOS].

4.2 Un ejemplo numérico simple

Aqui se presenta un ejemplo numérico sencillo para una opcién call americana
comun, la cual es independiente al caso de estudio principal de la tesis. Consi-
deraremos los valores de los siguientes parametros: tasa libre de riesgo r = 0.05,

precio de ejercicio K = 5, valor inicial del activo subyacente Sy = 10, la volatilidad

1

g .
Asumiendo que el activo subyacente se comporta segiin un movimiento geométrico

o = 0.3, el tiempo de expiracion T = % y la discretizacion del tiempo At =
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brownian(ﬂ y considerando supuestos de un mundo neutral al riesgo que nos per-

mite representar la dindmica de la variable subyacente de esta manera [WP95]:

dS = rSdt + oSdW = (0.05) Sdt + (0.3) SdW, (4.9)

donde W es un proceso de Wiener y AW,, = Wi 1yar — Wyay, si aplicamos el

método Euler-Maruyama obtendremos el siguiente proceso estocéstico discreto:

1
Sni1 =S +1rS, At +0S, AW, =5, + (60) Sn+(0.3)S, A W,. (4.10)

Sea S, = x, entonces la variable aleatoria S, tendrd una distribucién normal

de media m, = x + (&) x y desviacion estandar d, = (0\'/35)9” lo que implica la

siguiente funcion de densidad:

foly) = (ﬁ) o (5E), (4.11)

Entonces comenzamos a usar la condicién en el tiempo de expiracién T = 2

3
para opciones call americanas: V' (Sg, %) = max(Sy — 5;0) con el objetivo de

aproximar la funciéon de valuacion de la opcién en el instante previo t = %, cosa

que se logra aplicando la ecuacién de Bellman:

V (Sp, nAt) = max (Sn — K;e AR (V <Sn+1, n—;—l) /Sn)> (4.12)

que permite obtener valores anteriores en el tiempo. Siguiendo la idea propuesta
por el algoritmo entonces estimamos esperanzas condicionales necesarias para la
ecuacion de Bellman al calcular la siguiente integral en un ntimero finito de valores
de S,, dado por el conjunto {0.1;12;24; 36; 48}:

E(V (Sn1, (n+1) A1) /Sp) (W)= [V, (n+1) At) fo(y)dy. (413

donde w esta en el espacio muestral 2y S, (w) = x.

"Que ya fue analizado en 1D

8Porque el incremento de un proceso de Wiener AW,, = Wintnae — Wpoae) tiene una
distribucién normal con media cero y varianza At, ver anexo A .
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Para w tal que S; (w) = 0.1 donde mg; = 0.1017 y dy; = 0.0173:

E (V (sg, ) /51) / maz(y (dmi/ﬁ> e \aag,

=V (10 il))) ~ max (Sg — K;e ™R (V (52, ) /Sl)) ~ max (0.1 — 5;0) = 0.

(4.15)

Observamos como las integrales son calculadas en un intervalo finito de in-

tegracién [0, 76]E| lo suficientemente grande para nuestros requerimientos de pre-
cision.

A continuacién se realiza el mismo procedimiento, con las mismas féormulas

en los puntos que quedan. Para w tal que S} (w) = 12, entonces ms = 12.2 y

d12 = 2.0785:

<(m53%zy)2) dy = 12.1988

(v (523)/5) 0= o500, (4]

(4.16)
1
=V <12, 3) ~ maz (12 — 5;11.9972) = 11.9972. (4.17)
Para w tal que Sy (w) = 24 entonces moy = 24.4 y dyy = 4.1569:

(v (52,> /S1> /max y —5:0). (@j/ﬁ) ¢

- (<m333—:’)2) dy =244

(4.18)
1
=V (24, 3) ~ max (24 — 5; 23.9967) = 23.9967. (4.19)
Para w tal que Sy (w) = 36 entonces mgs = 36.6 y dsg = 6.2354:

(<mgg§:) ).dy = 36.6

(v(sg, )/Sl> /maa:y 5:.0 (d%\/%)

9Las 4reas de integracién quedan a libre criterio del implementador del algoritmo, teniendo
que analizar las correspondientes integrales.

(4.20)
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1
=V (36, 3) ~ max (36 — 5;35.9951) = 35.9951. (4.21)

Para w tal que Sy (w) = 48 entonces myg = 48.8 y dyg = 8.3138:

1 ((m4§2—y)2)
v(s, ) s) / 5:0 22 ) gy = 48.7582
( b2 ) /S maz(y ) s dy
(4.22)
1
SV <48, 3) ~ maz (48 — 5;47.9523) — 47.9523. (4.23)

Entonces aproximamos la funcion V' (Sl, %) en R por medio de una regresion
de los puntos {(0.1;0),(12;11.9972), (24;23.9967) , (36; 35.9951) , (48;47.9523)}
con la familia de funciones {1, z, 2%} y obteniéndose V (z, 3) ~ —0.093+1.0076z —
0.0001z2. Ya con una estimacién en ese instante de tiempo, nuevamente repeti-
mos el procedimiento anterior pero esta vez para el instante anterior ¢t = %:

Para w tal que Sy (w) = 0.1 entonces mg; = 0.1017 y dy; = 0.0173:

(v (sl, )/50)( ) (4.24)

76 1 7((m0.12 y>2>
~ [(=0.0934 1.0076y — 0.0001y?). | ———— ] e \ 2% /.dy =0.0094 (4.25
d 2
0 0.1 m

1
=V (O.l 3) ~ max (—4.9;0.0093) = 0.0093. (4.26)

Para w tal que Sy (w) = 12 entonces myy = 12.2 y dy3 = 2.0785:

E(V (5 )/so) () (4.27)

76 2
1 _ [ (m12—v)
z/(—0.093+1.0076y—0.0001y2). (d ; >e ( >.dy: 12.1844 (4.28)
0 12V &T0

= V (12,0) ~ maz (7;11.9830) = 11.9830. (4.29)



35

Para w tal que Sy (w) = 24 entonces mgy = 24.4 y dyy = 4.1569:

1
E (v (51, 3) /so) (@) (4.30)
76 , 1 3 ( (m24;y)2>
~ [ (—0.093 + 1.0076y — 0.0001y ( )e 2B, ) dy — 244312 (4.31
/¢ e (431)
= V (24,0) ~ maz (19;24.0274) = 24.0274. (4.32)

Para w tal que Sy (w) = 36 entonces mgs = 36.6 y dszg = 6.2354:

1
E (v (sl, 3) /so) () (4.33)
76 ) 1 _ ( (m362—y)2 )
~ [(—0.093+1.0076y — 0.0001y~). ( ) e 236/ .dy = 36.6473 (4.34
0/ ( e (434)
= V (36,0) ~ maz (31; 36.0416) = 36.0416. (4.35)

Para w tal que Sy (w) = 48 entonces mys = 48.8 y dyg = 8.3138:

1
E (v (sl, 3) /50) (@) (4.36)
76 1 B ( <m482—y)2 )
~ /(—0.093+ 1.0076y — 0.0001y?). ( ) e s /. dy = 48.7911 (4.37)
0 d48 2w
= V (48,0) ~ maz (43; 47.9523) = 47.9523. (4.38)

Otra vez aproximamos la funcién V' (S,0) en R por medio de una regresién de

los puntos:

{(0.1;0.0093) , (12; 11.983) , (24; 24.0274) , (36; 36.0416) , (48; 47.9846)}

en la familia de funciones {1, x, 22} y obteniéndose V (z,0) ~ —0.0951+1.0087x —

0.0001z2. Finalmente al evaluar el valor inicial Sy = 10 en esta tltima regresién:
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V(10,0) =~ 9.9819. Con este ejemplo se pueden observar los aspectos bésicos
del algoritmo, como ademas los analisis que se deben hacer durante una imple-

mentacion.



Capitulo 5

UN MODELO PARA CONTROLES DE
CALIDAD

En este capitul(ﬂ presentamos y formulamos un modelo de valuacién de op-
ciones reales para controles de calidad, este modelo se utilizara como caso de
aplicacion de los distintos algoritmos para valuacién de opciones. Un control de
calidad es un control estadistico que tiene como objetivo monitorear la calidad
de un proceso [NHB02] y que ayude a encontrar los problemas ciclicoﬂ que se
presentan en circunstancias impredecibles. Los fabricantes utilizan los controles
de calidad para dar cuenta de la produccién de baja calidad en el sistema, el
no usar los controles de calidad puede implicar pérdidas econémicas debido a la
eliminacién por inspeccion final, devolucion de las piezas defectuosas por parte
del consumidor o el riesgo a una mala reputaciéon por un servicio o producto de-
ficiente. Por supuesto el uso de controles de calidad tiene un costo, teniendo en
cuenta por ejemplo los equipos, el software y los operadores [D.C00]. Dentro de
este trabajo, el problema de opciones reales se basa en la hipétesis de que hay
una opcién para la aplicacién de los controles de calidad con el fin de evaluar y
maximizar el beneficio econémico que depende del precio del producto o servicio
en el mercado y el nimero de ventas. En este sentido, al tomar al precio de
mercado y el nimero de ventas como variables inciertas, estos se han modelado
de acuerdo a procesos estocasticos adecuados. Todo esto con el objetivo final de
dar un valor a la posibilidad de implementar un control de calidad, de acuerdo a
los supuestos de cada uno de los modelos dados. En primer lugar consideramos

el modelo méas simple, donde sélo el nimero de ventas es variable, y luego consi-

IEste capitulo esta basado en el trabajo de Nembhard, Shi y Atkan: A REAL OPTIONS
DESIGN FOR QUALITY CONTROL CHARTS[NHBO02)

2Los diversos problemas que pueden surgir en cada etapa, durante el ciclo en que se concreta
la produccién de un bien o servicio, desde su inicio hasta el final.
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deraremos el modelo de dos variables con ambos valores de ventas y precio como

variables.

5.1 Modelo financiero de una variable estocastica

Sea R (t) el ingreso total por las ventas del producto (cantidad total de dinero
recibido) por intervalo de tiempo comenzando en el instante ¢, que depende de la
variable estocastica ntimero de productos vendidos durante el mismo intervalo de
tiempo que comienza en el instante ¢, denotado por S* () y el precio constante

del producto S?. Entonces R (t) puede ser escrito como:
R(t) = S'(t) 5% (5.1)

Asumiendo que el numero de ventas y el nimero de unidades producidas
por intervalo de tiempo es el mismo, entonces la ganancia P (t) por intervalo de
tiempo que comience en el instante ¢ puede ser definido como la sustracciéon entre

ingreso y gastos:

P({t)=R(t)—F—S'(t)C, (5.2)

donde F es el costo fijo de produccién por intervalo de tiempo y C' es la variable de
costo de producciéon por unidad de producto. Sin embargo, de ahora en adelante
consideraremos un modelo més complejo donde pueden existir fallas que producen
pérdidas y la posibilidad de controles de calidad, por lo tanto hay que redefinir
ganancia. El modelo general considera la hipdtesis de que existen dos constantes:
primero g como fraccion de ingreso que se pierde si los controles de calidad no son
implementados y por tltimo KP|el costo de implementar los controles de calidad
por intervalo de tiempo, entonces la gananciaﬁ al carecer de un control de calidad

por intervalo de tiempo es formulado como:
Pt)=(1—-g)S'(t)S*—F-S'(t)C, (5.3)

y la ganancia al implementar un control de calidad por intervalo de tiempo es

formulado como:

P(t)y=8'(t)S*~F-5'(t)C - K, (5.4)

3Que es equivalente al precio strike ya definido en la seccién
4Como beneficio neto una vez que se descontaron todos los gastos.
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Entonces la ganancia D (t) por la mera accién de aplicar los controles de
calidad por intervalo de tiempo es la diferencia entre las ecuaciones (5.3) y (5.4)

que se reducen a:

D(t)=P(t)— P(t)=gS*(t)S* - K. (5.5)

5.2 Modelo financiero de dos variables estocasticas

El modelo de dos variables estocasticas considera que el precio del producto S? (t)
se mantiene durante un intervalo de tiempo que comienza en el instante ¢ y es
estocastico. Por lo tanto, el ingreso total por ventas R (t) satisface la siguiente

ecuacion:

R(t) =S (1) S2(t). (5.6)

La ganancia por intervalo de tiempo al no usarse los controles de calidad es

representado como:

Pt)=(1—g)S*(t)S?(t)—F—-S'(t)C, (5.7)

y la ganancia por intervalo de tiempo al usarse controles de calidad es:

P(t)y=S'(t)S*(t)—F—-S'(t)C — K. (5.8)

Finalmente es definida la ganancia D (t) := P— ]3, que es obtenida por el mero

hecho de aplicar controles de calidad en un intervalo de tiempo [NHBO02]:

D(t) =gS'(t)S*(t) - K. (5.9)

5.3 Modelo de valuaciéon segiin una opcién eu-

ropea.

La siguiente valuaciéon surge de la hipdtesis previa considerando que una decision
tomada en un intervalo individual de tiempo no afecta a los intervalos posteri-
ores. Esto es equivalente a que toda decisiéon posible es reversible. Consecuente-
mente, un inversor puede tomar la decisiéon de aplicar o no controles de calidad

en cualquier intervalo. Si asumimos que el administrador puede elegir usar o noE]

5Como se puede observar, solo tiene sentido implementar los controles cuando ¢S'S? > K.
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los controles de calidad en un instante que separe dos meses, durante un ano,
entonces tenemos 13 puntos de decision y 13 costos para implementar un con-
trol de calidad en cada uno. Siguiendo esta hipdtesis, el problema de opciones
reales puede ser modelado empleando una opcién europea para cada mes, pues
segin la ganancia final D (t) los beneficios dependeran de la variable subyacente
S = gS'S% = gR(t) siendo que este beneficio sera igual a max (S (t) — K,0)
para el punto de decision correspondiente situado en el instante ¢, esta hipotesis
aprovecha una analogia con la opcién europea financiera al notarse que el precio
de ejercicio de una opcién y el costo de implementar el control de calidad ese
mes juegan el mismo papel que el posible beneficio de poder emplear un control
de calidad maz (S (t) — K, 0) al instante ¢ del correspondiente punto de decisién.
En otras palabras, el beneficio en un punto de decision tiene la misma forma que
la condicion de contorno de una opcién europea financiera.

Como tenemos varios puntos de decisién en distintos instantes de expiracion
que no se afectan entre si, entonces el valor de la opcion real final serd la suma de
todos los valores de las opciones europeas en cada punto [NHB02]. Como cada
punto de decisién afecta a un solo mes, no tiene sentido considerar la opcion de
desaplicar un control, ya que al llegar el siguiente punto de decisién la eleccion

anterior ya habria expirado.

5.4 Modelo de valuacién segtin una opcién ame-

ricana

En este caso consideraremos que la opcion serd ejercitada en solo una ocasion y
desde entonces dicha decision nos seguiria afectando hasta el final del proceso. En
otras palabras si elegimos aplicar el control de calidad en un instante entonces el
control se mantendra corriendo hasta el final de nuestro proyecto de inversién. Por
lo tanto, conceptualmente tendriamos una opcién americana por el hecho de que
existe una tunica decisién que puede ser tomada en cualquier punto de decision,
pero esta opcién americana diferiria de la clasica opcion americana financiera en
el sentido que en este caso las ganancias R (), consecuencia de haber aplicado el
control de calidad, seguiran siendo cosechadas en los futuros puntos de decision
hasta la expiracion, que en este caso serian 13 manteniendo los mismos puntos

de decision mensuales que usamos para el caso de la opcién europea. Bajo estos

6Como se puede observar no puede ser negativo pues el administrador no permitiria que el
control de calidad sea implementado si eso implica pérdidas econémicas, de la misma manera
que el propietario de una opcién europea no haria uso de esta si el precio de ejercicio es mayor
al del mercado en ese momento.
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supuestos se determinard un tunico costo total K4 de comprar un control de
calidad. Segun el trabajo de [NHB02], este tinico costo serd estimado segin el

punto medio entre el comienzo y expiracién de la opcién de la siguiente manera:

(emt)”ﬂ 1

Ki=K ,
4 (erAt —-1) (erAt)”/2

(5.10)

habiendo n intervalos. Por lo tanto manteniendo la misma definiciéon de S y
nombrando ademas la tasa libre de riesgo r, entonces la valuacion de este tipo
exotico de opcion americanaﬂ serd realizada considerando que la aplicacién de
controles de calidad implica un beneficio igual al valor actual de S y que el
inversor ejecutard la opcion de invertir en el control de calidad en el momento
que la suma de beneficios actuales y los esperados de aplicar el control superen

al beneficio cero obtenido de no hacer nada, es decir cuando

et B (V (S (tign)) /S (t)) + S () — K4 > 0. (5.11)

"Como se verd en el siguiente capitulo, la formulacién en términos de ecuaciones de Bell-
man para esta opcién real difieren de la formulaciéon correspondiente a una opciéon americana

clasica(?2.6)).



Capitulo 6

IMPLEMENTACIONES

6.1 Implementaciones para el caso de una vari-
able

Empleando el caso de estudio discutido en [NHB02| para una sola variable es-
tocastica, en este capitulo se presenta una implementacion para el caso del modelo
de valuacion europea y americana para controles de calidad segun los siguientes
pardmetros: el ntimero de ventas por mes Si = 872640, el precio constante
del producto S? =$5.678, la volatilidad del ntimero de ventas es o = 0.930354.
Ademas tenemos un factor de pérdida de ingresos al no implementar un control
de calidad que monitoree los procesos, g = 0.018. K =$11000 es el costo mensual
por implementar controles de calidad para el modelo de valuaciéon europeo. En
el caso del modelo de valuacién americana un dnico costo K4 =$143044. La tasa
libre de riesgo igual a r = 0.08 y el tiempo de expiracion T = 1E]

Definimos la variable subyacente de ingresos, S := ¢S'S?, que seguiria la
misma dindmica estocdstica de S!, la cual asumiremos como un movimiento

geométrico browniano. Por lo tanto tendriamos, Sy = 89187.3, para:
dS = (p.S)dt + (65)dW, (6.1)

donde W es un proceso de Wiener, u =r = 0.08 es el retorno libre de riesgo
[WP95] y o = 0.930354 es la volatilidad.
Sea S; el proceso estocéastico original para el activo subyacente al tiempo ¢,

y sean Vg , Va, V. v Vg, las funciones de valuacién europea, americana y dos

'En el capitulo de resultados numéricos compararemos los resultados para varios tiempos de
expiracion.
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funciones de valuacién auxiliares respectivamentd’} Si consideramos una dis-

cretizacion del tiempo At = 2%1, tendriamos por lo tanto las siguientes ecuaciones

de Bellman:

Ve (Sant, alst) = max {0, "B Ve (Sinan (a+1) At) [Sane]},  (6.2)

Vam (Sant, aAt) = max {O, e AR [Vam (S(GH)N, (a+1) At) /SaAt]} , (6.3

si @ es un ntmero impar y

Vam (Saae, ast) = maz {0, Sane + € "E [Vam (Starvyar, (@ +1) At) /Sand] }
6.4)

(
si a es un numero paxﬂ Esto implica que
Va (Sant, aSt) = max {0, Vo, (Sant, aNt) — Kat, (6.5)
%
Vi (Sant, aAt) = Z Ve (Sakat, 2kAL) (6.6)
k=0
si a es un numero parﬂ y dondeﬂ
V; (S24At7 1) = max {0, S24At — 11000} (67)
Yy
Vam (S21nt, 1) = max {0, Saane ) = Saans (6.8)

2Que han de ser empleadas para calcular las dos primeras funciones de valuacién.

3Esta formulacién quiere decir que y se emplean de forma alternada, dependi-
endo que a tome valores pares o impares. A diferencia de (6.2) que es una ecuacién tnica e
independiente a la paridad de a.

4Esta funcion de valuacion solo es definida para a par, pues solo tiene sentido en los puntos
de decisién considerados en (5.4).

5Estas dos dltimas férmulas corresponden a la condiciones de contorno al dltimo instante.
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Observaciones.

La ecuacién auxiliar es una de las opciones europeas estandar que conforman
la sumatoria para obtener el valor de la opcién financiera real . Asumiendo
que el flujo de caja es mensual tenemos que la ecuacién de Bellman co-
rresponde a un punto intermedio en el medio del mes. La ecuacion solo
tiene sentido al considerar que estas ecuaciones de Bellman son calculadas apro-
ximadamente por métodos numéricos, pues otorga un punto extra de calculo para
mejorar la estimacion de la esperanza condicional en y de ese modo adaptar
la valuacion de la opcién a un orden de discretizacion mas fino y por ende preciso
que At = 1—12 También debe observarse que esta ecuacion extra es idéntica a una
opcion financiera europea (2.3), pues de manera similar representa la politica

pasiva de esperar los beneficios futuros de una fecha fija, en este caso el siguiente
1
12
(6.4) serfa directamente aplicada para cualquier a par o impatﬂ La ecuacién ([6.4)

punto de decisién. Si la discretizacion fuese At = = entonces solo la ecuacién
representa el valor de la opcién auxiliar como la suma entre los beneficios actuales

y los esperados en cada punto de decision, sin contar con el precio Strike, el cual
al ser incluido en ([6.5)) nos da el valor final de la opcién real americana (5.4)).

6.1.1 Formula Black-Scholes

La férmula Black-Scholes al proveer valores analiticos y exactos no considera
ninguna discretizacion del tiempo At, ni a las ecuaciones de Bellman empleadas
para la aplicacién de programacion dindmica, tan solo requiere que reemplacemos
en ella los pardmetros: Sy, K, r para T, = {5 donde a € {0,1,...,12}, obteniendo
el valor de la opcion europea convencional para los 13 puntos de decision en todo
el 1 ano. La opcion europea final se obtiene como sumatoria de los 13 resultados.
Para el caso de la valuacion europea multivariable o cualquier valuacién americana

esta férmula ya no es aplicable en forma directa.

6Se puede ver que las ecuaciones de Bellman para este problema de opciones reales y segin
el enfoque de valuacion de las opciones americanas no coincide con la ecuacién de Bellman de
la opcién americana financiera, las razones ya se han discutido en (5.3)) y |5.4)).
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6.1.2 Método Binomial

Volviendo a las férmulas vistas en la subseccién (3.2.1)) y tomando los pardmetros

ya mencionados con At = iﬂ tendriamos:

d=A—-+VA?2—-1=0.8257
u=A+vA2-1=12111 (6.9)

e'rAt_d

p == = 0.4609

0.08+0.9303542
<e—°§f —i—ei( = )> — 1.0184 . Por

1
2 2

donde: A =1 (e‘mt + e(”"2)m> -
lo tanto, se manteniene la notaciéon para las valuaciones en los nodos del arbol

binomial, derivandose las valuaciones binomiales equivalentes a cada ecuacién de

Bellman y obteniéndose las siguientes recursiones:  Para V,

Vel =0.9967 (0.4609V el +0.5391V el ) | (6.10)
para V[t

Vam' = 0.9967 (0.4609V am’! + 0.5391Vam] '), (6.11)

si n es un nimero impar,

Vam' = 89187.3 (0.8257%" ™) 4 0.9967 (0.4609V amy} + 0.5391Vam '),

(6.12)
si n es un nimero par, para Vy,
VA" = max {0; Vam,' — 143044}, (6.13)
para Vg,
12
VE) =Y Ve, (6.14)
k=0

"Para una mejor precisién que simplemente hacer que la discretizacién coincida con los
intervalos que separan los puntos de decision.

8Del mismo modo que las ecuaciones de Bellman originales, se formulan recursiones bino-
miales que dependen de la paridad en la valuacién de V,,, de modo a adaptar el problema
original a una discretizacién mas fina.
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donde

Vet = maxz {0;80187.3(0.82572"~2!) — 11000} (6.15)

Vam?* = 89187.3(0.8257%" %), (6.16)

6.1.3 Método Monte Carlo

Empleando el método Euler-Maruyama con una discretizacion fija del tiempo

At = Tl%ﬂ para la ecuacién (6.1]), iniciando con S§™ = 89187.3 tendrfamos:

0.08
sem = gem 4 gem (1728) +0.930354.5 AT, (6.17)

donde a es el nimero de paso actual. Por lo tanto, sean Vg , Va, V. v Vi, las apro-
ximaciones de las funciones de valuacién europea, americana y las dos funciones
de valuacion auxiliares. A partir de las ecuaciones de Bellman tendriamos las

siguientes expresiones:

V. ( o 17‘128) — " E [max {0, S — 11000}] | (6.18)

N 0,08 — 144
v ( em @ ) — maz {o, s 4 PR lvm <55T144, (‘”)) /ng] } ,

71728 1728
(6.19)
si a = 144k, para algun k entero,
Va(S5™,0) = maz {0, Vo (S™,0) = Ka}, (6.20)
. 12 k
Ve (S§™,0)=> "V, (ng, ) : (6.21)
= 12
donde
‘7;n (S1728: 1) = maz {0, Si73s} = Si7ss (6.22)

La expresiéon para obtener V., no es mas que la estimacion de una opciéon

9Una ventaja de la simulacién Monte Carlo es que resulta relativamente sencillo emplear
discretizaciones finas.
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europea convencional para 17" = 1, valor que se obtiene con el método Monte

Carlo simple al tomar v,, = ¢~%08

max {0, ST (w) — 11000} para cada realizacién
w y aplicar la féormula . Posteriormente se repite el procedimiento para
T e {O, 1—12, e %} de modo a obtener /\76 para cada punto de decision y realizar la
sumatoria final que calcula finalmente Vg. Para el calculo de V,,, se implementa

el LSME, al hacer la regresion que estima las esperanzas condicionales:

Y em (CL + 144) em
E [Vam ( a+144> W /Sa

con el conjunto de puntos:

{5, ¥o (s 0. )}

para cada w y por medio de la familia de funciones {1, z,2? 23 2% 2°}. Final-

mente el valor de V, se obtiene para los parametros deseados por medio de ((6.20)).

6.1.4 Path Integration

La propuesta emplea la misma recurrencia discretizada del Método Monte Carlo
, sin embargo, se modifica el esquema numérico original anadiendo una
hipétesis reflexiva [BM] para el proceso estocastico discretizado por Euler-Maruyama,
es decir la recurrencia siguiente:

0.08
gem 4 gem <> +0.930354.5 AT,

em __
a+l —

2

Esta consideracién nos permite forzar la propiedad deseada que S, nunca

tenga valores negativos, detalle que nos obliga a modificar la funcién de densidad
original que obtendriamos por medio del esquema original. La Figura nos
muestra la intuicion de la idea, que seria similar a que un camino rebote en caso
de tocar la recta S = 0.

En este contexto, deberemos calcular la integral en suficientes puntos F;,
para aproximar los valores de la opcién como funciones de S, y en cada instante
fijo, por lo que deberemos seleccionar un conjunto de puntos lo suficientemente
grande y con un espaciado adecuado con el objetivo de abarcar un rango amplio
de posibles valores. Con esto se pretende estimar la funcién de valuacién con un
grado aceptable de precision en cada iteracién. Para esta implementacion se han

seleccionado 54 puntos P; tal que P; = 1.57 y Py = 0. Esta cantidad especifica

19%er seccion (3.3.3).
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t\"' t

Figura 6.1: Ejemplo grafico de reflexividad: A la derecha un camino reflexivo y
a la izquierda uno no-reflexivo

de puntos fue considerada para obtener un resultado razonable entre precision y
esfuerzo computacional.

La ecuacién (6.17) implica que si S¢™ = P; entonces S, ha de tener una

0.08
24

0.930354\/%Pj. De este modo el nuevo proceso discreto S,,; modificado segin

la hipotesis reflexiva, evolucionaria segtin la siguiente funcion de densidad:

distribuciéon normal con una media P; + P]( ) y una desviacién estandar

1(R+ﬂ{0}) (:L‘) (A1 (I) + A, (:)3))

Jil@) = (0.930354P,, /) ’ (6.24)
donde:
A (z) = e_(x_Pi_Pi(%is))Q/(2(0'9303543\/3) ) (6.25)
y
ooy = o RPN (smnn /)] (6.26)

14 (z) es la funcién caracterfstica en relacién al conjunto AM Entonces, para

cada P; y la correspondiente regién {2;, se cumplira lo siguiente:

€ = [Lr, Ls] (6.27)

1Ver definicién en el anexo A
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donde:

0.08 1
L =P +P (24> —5 (0.9303543,/24) (6.28)
0.08 1
Ls=P +P(—— 9303548 | — | . 2
s=P+ 1(24>+5<093035 Z 24) (6.29)

Ademas, se estiman las esperanzas condicionales en cada punto de {P;} em-
pleando las siguiente integrales que aproximan las esperanzas condicionales para

las funciones de valuacién europea y americana respectivamente:

G.(P,a) = /Q i) V, (2, tor1) da, (6.30)

Com(Pya) = / J; (@) Vi (22, L) -d. (6.31)

i
donde Vg , Va, Ve, Vi, son las funciones con las cuales se aproximan las funciones

de valuacién anteriormente mencionadas. Estas aproximaciones surgen al hacer

uso de las ecuaciones ((6.30) y (6.31)) en las respectivas ecuaciones de Bellman:

Ve (Pita) = maz {0,e "'G.(P,a)} (6.32)

Vam (Piyta) = maz {0, P + € "'Gop(Pi,a) } (6.33)

si @ es un numero par,

Vi (P, ty) = max {0, e_rﬁtéam(Pi, a)} , (6.34)

si @ es un numero impar,

VE (P’w t(l)

Ve (P, tar) (6.35)

I
[

il
o

Va (P, ty) = max {0, Vo, (Piyty) — Ka} . (6.36)

Al comienzo las ecuaciones ((6.30]) y (6.31]) son calculadas empleando la condicién
(6.22). Estas integrales son calculadas numéricamente por medio de la regla de

Simpson [J.F07], la idea es estimar la funcién de valuacién de atras para adelante
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en el tiempﬂ al usar estimaciones interpoladas de V, (z,t,) v Vam (2,t,) para
n < 24.

Sea la funcién caracteristica 14 en relacion a AP y la siguiente familia de
intervalos: C; = [P}, Pj+1) para 0 < j < 53 y Csy = [Ps4,00). Para este caso se
implementard la aproximacién local de la funcién de Valuaciénﬁ, en cada dominio

C; por medio de la funcién obtenida al interpolar los siguientes puntos:

{(Pi, V(Piosta)) (P V (Piota)) s (Prons V(Priasta)) s (Prsz, V (Pryasta)) }

donde B; = C;_1UC;UC} 1, usando las siguientes funciones {IB]. , 1B, x2.1Bj, x3.13j}.
En el caso de los extremos, similarmente para Cj la estimacién de la funcion de

valuacién es obtenida interpolando:

{(Po,V (Pota)), (P, V (Puta)), (Po, V (Pota)), (P, V (Ps,t) |

por medio de las funciones {1p,,z.1p,,2%.1p,,2%.15,}, y finalmente para Cs3 y

Cs4 la estimacion se efectia interpolando los puntos:

{(P51, v (Ps1, ta)) ; (P527 v (Pso, ta)) ; (P537 v (Pss, ta)) ; (P547 v (Psa, ta))}

con las funciones {1g.,,z.1p.,,2%.1p,,, 2315, }.

6.2 Implementaciéon para dos variables

En esta ocasion se analiza el caso de estudios de dos variables reportado en
[NHBO02]. Para este problema consideraremos que todas las anteriores variables
del problema mantienen los mismos parametros, salvo que S? es una variable
estocdstica cuya volatilidad es g, = 0.059634 y tal que la correlacién entre las
variables S} y S? es p = 0.111344.

Entonces sean W' y W? dos procesos independientes de Wiener, bajo la

hipétesis que ambas variables estocasticas son movimientos geométricos brow-

12 Bakcward.
3Ver definicién en el anexo A

Myer .
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nianog™| entonces = r = 0.08 para poder hacer uso de la medida Martingald]

donde las ecuaciones que modelan S} y S? son respectivamente:

dS" = 0.085dt + 0.930354 S dW* (6.37)

dS* = 0.085'dt + 0.059634.5> (,odwl +4/1 — p2dW2> . (6.38)

Observamos que la expresion (le + 1 - p2W2> cuya diferencial aparece
en la segunda ecuacion, es equivalente a un tercer proceso de Wiener que posee
una correlacion p = 0.111344 con W' y que a su vez hace que S} y S? tengan la

correlacién deseada [J.05].

6.2.1 Meétodo Pentanomial

Volviendo a las férmulas vistas en la subsecciéon (3.2.2) y tomando los pardametros

ya mencionados con At = i, A = 1.2 tendriamos:

u = VA — 19559
dy = L = 0.7962

Uy = VA = 10147
dy = L = 0.9855

u2

p=r— % = 03528

jo =1 — % = 0.0782
P () + ] =0
p=d [ 0 (1 - ) - ] = 002
p= [l 5 (- )+ ] = 016
ps = 1— & = 0.3056

Por lo tanto, manteniendo la notacién para los nodos del arbol pentanomial, las

ecuaciones de Bellman se convierten en las siguientes recursiones:

Ver —e s Cm (6.39)
Vam,', = e %C’Z‘p, (6.40)

BVer ecuacién .
3
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si m es un numero impar,

Vam]', = uj Puy 7Sy + e_%C’pr, (6.41)
si m es un numero par,
VAS, = max {O, Vamg, — KA} , (6.42)
12
VEs = Vego, (6.43)
k=0

donde,

Chy = (plvemrl,pﬂ +paVeriy o T sVer 1 +pVer 0 +P5V€nm,p> ;

(6.44)
Vel =max {O, uy Puy Sy — 11000} (6.45)

con [n|+|p| <24y
Vamz!, = uy Puy 7S, (6.46)

con |n| + |p| < 24.

6.2.2 Método Monte Carlo

1

Empleando el método Euler-Maruyama en [D.J01] con At = tenemos que:

17287
1 1, 0.08 1 1
Sl =S4+ 281 1 0.930354S5 AW, (6.47)
1728
0.08
2 =824 624 0.059634 2<zg Ly /1—p2A 2) 4
Sir = S+ [opgSa 005963457 ( pAW, + PPAW? (6.48)

Entonces se aplica el método Monte Carlo con las mismas recursiones y condi-
ciones finales que el de una variable (6.1.3]) con la tnica diferencia que los caminos

estocésticos se construyen de esta manera: S¢™ = (0.018) S1S2.

6.2.3 Path Integration

Sea el mismo proceso discreto S¢™ = (0.018) S1S? visto en las expresiones ((6.37))
y (6.38), donde se pudo observar que S! y S? fueron obtenidos por medio del
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método Euler-Maruyama. Sean ademés 5’2 y 5/’2 las mismas variables, pero
segtn la hipétesis reflexiva; entonces, definimos la variable subyacente final S, =
(0.018) SESE A esta nueva variable se le aplican las mismas ecuaciones de Bell-
man y las mismas condiciones de la funcién de valuacién en el tiempo de ex-
piracion 7' =1 que en el caso univariable.

Sean los siguientes conjuntos {M;} y {NV;}, tal que M; = (1.5)"" para 0 <
1 < b5, My =0y N; =1 para ¢ < 19. Entonces para este caso bidimensional
debemos considerar un conjunto de puntos fijos {P;;} = {M;} x {N;} en el plano
para los cuales se estiman las esperanzas condicionales y funciones de valuacion.
Definiendo:

po= M; + %Mi

r_ (0.930354) M;
° - v (0.08)

y—M,— == M;

p = Nj+ @B N, 4 L (6.49)

. (0.059634)1/1—(0.111344) N
7= Vai

_(m=n)? (y—Lij—“”)z

H(v,y)= giboe |e 207 ¢ 2

Para cada P,; = (M;, N;) tenemos la correspondiente funcién de densidad de
SaJrl si Sa = (0018) MZN]

Jij (2,9) = Lr+tnfopx®nfoy) (T,y) H (2,y) ...
r,y) H (—z,y) ...

)

+1®+n{o}) x ®R+n{0}) (

+lr+n{o})x@®+n{o}) (@, y) H (z,—y) ...
) (

(6.50)

+l®+nfoyx@®+nioy) (T, y) H (=2, —y)

Observaciones.

Notesé que H (z,y) es la funciéon de densidad de S¢,; si S = (0.018) M;N;,
mientras que J;; (x,y) es finalmente la funcién de densidad conjunta deseada que

cumple la hipdtesis reflexiva y que se deduce a partir de la funcién de densidad

conjunta de v [6.48[]

Por lo tanto tenemos las siguientes integrales que han de ser reemplazadas en

17 Arreglo que evita que S, llegue a tomar valores negativos como en el caso univariable.
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las ecuaciones de Bellman[®k

C.(Py.a) = / Ty (2,9) Ve ((0.018) 2y, tarr) .dz.dy, (6.51)

ij

Gam(Pyj ) = / Jij (2,9) Vi ((0.018) 2y, tarr) .de.dy, (6.52)
Qij
donde las regiones de integracion para cada punto son determinados de esta man-

era:

Qij _ {Mz (1 + % o (5)(0.930354)) M, (1 + % + (5)(0.930354))} %

vaa V24 (6.53)
0.08  (5)(0.059634) 0.08 | (5)(0.059634)
..{Nj(l—Fﬂ—T),Nj(l—Fﬂ‘f‘T)}

Para este caso bidimensional los puntos P en cada particion C;; = [M;, M;41) ¥
[N;, Nj41) son interpolados por la correspondiente familia de funciones en dicha
particién {10”,9:.10“,y.lcij,xy.loij}. Otra forma interesante de realizar dicha
interpolacion es implementando una particion del dominio en tridngulos de De-
launay [HJ99] al usar los puntos de {P;;} como vértices y emplear las mismas
funciones sombrero de soporte compacto que son empleadas en el método de
elementos finitos [HJ99).

8Las cuales son las mismas ecuaciones de Bellman y las mismas condiciones finales usadas
para el caso univariable ((6.1.4)).



Capitulo 7

RESULTADOS NUMERICOS.

En este capitulo se discuten aspectos computacionales de la propuesta y su
desempeno para los casos de una y dos variables. Ademas, las evaluaciones son
realizadas por medio de comparaciones entre los resultados numéricos obtenidos
por los algoritmos tradicionales como los Lattice Methods y la simulacién Monte
Carlo. Los problemas de valuacion europeo y americano son los mismos casos
proveidos por el articulo [NHB02|] sobre valuacién de controles de calidad.

Haciendo un analisis de posibles fuentes de error en el algoritmo, se pueden
observar tres tipos distintos de error: el primero es la discretizacién del tiempo,
el cual puede ser minimizado reduciendo el valor de los intervalos de tiempo At.
Este tipo de error se encuentra en casi todo algoritmo con excepcion de aquellos
que plantean la cuestién del tiempo de forma analitica como la férmula Black-
Scholes. El otro tipo de error es inherente a la propuesta misma, que es aproximar
el valor de la funcién de valuaciéon por medio de interpolaciones o regresiones en
puntos fijos {P;} , este error de aproximacién puede ser reducido tomando una
mayor cantidad de puntos de modo a aproximar mejor la curva deseada.

Finalmente, esta el error en la computacion numérica de la integral que estima
las esperanzas condicionales. Siendo que en esta implementacion la variable dis-
cretizada sigue una distribucién normal, entonces es razonable integrar alrededor
del valor de la media de la variable aleatoria. Por lo tanto, la distancia de los
limites del dominio de integracion a la media es una variable que afecta a la pre-
cision. En el caso de las implementaciones numéricas de esta tesis se emplearon
limites de integraciéon que estaban a una distancia de cinco desviaciones estandar
de la media. Un analisis de la complejidad computacional de esta implementacion

arroja las siguientes variables de entrada:

e m = -5 (Donde T es el vencimiento de la opci6n)

e n =Numero de puntos P; que son empleados para la interpolacion o re-
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gresion.
e p =FEl numero de puntos evaluados para la integraciéon numérica.

Si se consideran los ciclos anidados en el pseudo-cédigo ([1f), entonces el anélisis ar-

roja el siguiente orden de complejidad para una opcién cuya funcién de valuacién
es tnical} O(m.n.p)

7.1 Comparacién de resultados numéricos

Las siguientes tablas comparan los algoritmos descritos en el capitulo 3, para el
caso de estudio del capitulo anterior y en funciéon de distintos rangos de tiempo
que van de seis meses a tres anos.

Para los problemas de valuacién de una variable se compara el porcentaje de
error absoluto para los célculos obtenidos con el método Binomial, simulacién
Monte Carlo y la propuesta de esta tesis: Path Integration Method (PIM). Este

tipo de error es calculado de la siguiente manera:

100 [A — E|
. 100|A—E|

- (7.1)

en donde A es el valor aproximado dado por los métodos numéricos y E es el

valor exacto. Las tablas (7.1)), (7.2) y (7.3) analizan el problema de valuacién
europea de una variable, la tabla ([7.1]) presenta los valores exactos obtenidos por

medio de la féormula Black-Scholes, la tabla ([7.2)) compara el error y la tabla

(7.3) compara la duracion de cada algoritmo. En la valuacién Monte Carlo se

_1
1728°
1

La propuesta y el método binomial emplean la misma discretizacion At = .

empleo una simulacién con 60000 realizaciones y una discretizacion At =

Tabla 7.1: Valores exactos de las opciones europeas de una variable, por medio
de la férmula Black-Scholes.

0.5 anos 1 anos 1.5 anos 2 afnos 2.5 anos 3 anos

Black-Scholes 548833 1022240 1499027 1979683 2464361 2952997

Las tablas ([7.4)), (7.5)) y (7.6) analizan el problema de valuacién americana de

una variable, la tabla ([7.4)) presenta valores casi exactos obtenidos por medio del

overkillz'ngﬂ del método binomial con At = 5, la tabla (7.5) compara el error

IDonde se asume ademds que se emplea un algoritmo de integraciéon numérica cuya comple-
jidad es lineal en relacién a p.

2Consiste en llevar a un método numérico a sus limites, de modo a obtener valores casi
exactos de referencia. Esto es necesario debido a que no se dispone de una férmula exacta para
esta valuacion americana.
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Tabla 7.2: Comparacion de errores absolutos para la valuaciéon europea de una
variable.

0.5 anos 1 anos 1.5 afios 2 afios 2.5 anos 3 anos

PIM 0.0098 0.0311 0.0560 0.0777 0.0947 0.1064
Binomial  0.0007 0.0085 0.0136 0.0155 0.0159 0.0155
MC 0.1970 0.1804 0.4604 0.7582 0.0057 0.9024

Tabla 7.3: Comparacion de tiempos de computo para la valuaciéon europea de
una variable.

0.5 anos 1 anos 1.5 anos 2 afios 2.5 anos 3 anos
PIM 0.7600 1.7980 3.3462 5.3742 7.7691 10.8831
Binomial ~0.0005 0.0010 0.0017 0.0032 0.0043 0.0063
MC 2.2435 4.2014 6.2458 8.3590 10.6537 12.5599

y la tabla ((7.6) compara la duracién de cada algoritmo. En la valuacion Monte
Carlo (LSM) se emplearon simulaciones de 100 realizaciones, que se repetian hasta

obtener un resultado final de 1% de error relativo[G.03] con un 95% de confianza
1

1728°
1

misma discretizaciéon At = 2

y una discretizaciéon At = La propuesta y el método binomial emplean la

Tabla 7.4: Valores casi exactos de las opciones americanas de una variable, por
medio del overkill del método binomial.

0.5 anos 1 anos 1.5 anos 2 anos 2.5 anos 3 anos

Over-killing 481267 1016391 1551515 2086638 2621762 3156886

Las tablas (7.7) y (7.8)) analizan el problema de valuacién europea de dos va-
riables, la tabla ([7.7]) compara las valuaciones y la tabla ([7.8]) compara la duracién
de cada algoritmo. En la valuacién Monte Carlo se emplearon simulaciones de

100 realizaciones, repetidas para alcanzar un 1% de error relativo con un 95%

1
1728°
1

emplean la misma discretizacion At = 5.

Las tablas (7.9) y (7.10) analizan el problema de valuacién americana de dos
variables, la tabla ([7.9) compara las valuaciones y la tabla (7.10)) compara la

de confianza y una discretizacion At = La propuesta y el método binomial

duracién de cada algoritmo. En la valuacién Monte Carlo (LSM) se emplearon

simulaciones de 50 realizaciones, repetidas para alcanzar un 1% de error relativo

con un 95% de confianza y una discretizacion At = ﬁ. La propuesta y el
1

método binomial emplean la misma discretizacion At = .

En estas tablas se puede observar una similitud entre los resultados arrojados
por la implementacién del PIM y los demés algoritmos cuya validez ya ha sido

estudiada. Por lo tanto, la efectividad de la propuesta es observada experimen-
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Tabla 7.5: Comparacién de errores absolutos para la valuacién americana de una
variable.

0.5 anos 1 anos 1.5 anos 2anos 2.5 anos 3 anos

PIM 0.0048 0.0084 0.0121 0.0159 0.0194 0.0236

Bi ial 0.0012 0.0057 0.1405 0.1892 0.1032 0.2705
momia 1010 1010 1010 1010 1010 1010

LSM 0.1814 0.3660 0.2151 1.1600 0.2825 0.1114

Tabla 7.6: Comparacion de tiempos para la valuacién americana de una variable.

0.5 anos 1 anos 1.5 anos 2 afios 2.5 anos 3 anos
PIM 1.8721 5.0148 9.7565 15.8717 23.6049 32.7805
Binomial  0.0002 0.0003 0.0006  0.0010  0.0015 0.0021
MC 2.4579 6.8740 16.2938 39.4460 74.2814 123.7513

talmente para problemas de opciones reales de una y dos dimensionesﬂ Ademas,
para el caso de las valuaciones de una variable se puede observar un evidente

mejor desempeno de la propuesta frente al enfoque Monte Carlo, al dar mejores

resultados en menos tiempo.

3Los problemas que implican mayor cantidad de dimensiones podrian arrojar resultados
menos satisfactorios debido a la maldicién de la dimensionalidad [R.E03].
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Tabla 7.7: Comparacion de resultados para la valuacion europea de dos variables.

0.5 anos

PIM 562724
Pentanomial 562601
MC 561078

1 anos 1.5 anos 2 anos 2.5 anos 3 anos
1076023 1620430 2197075 2806643 3449744
1074054 1614144 2184397 2786101 3420416
1075997 1624369 2184159 2786147 3425264

Tabla 7.8: Comparacion de tiempos para la valuacién europea de dos variables.

0.5 anos

PIM 5.4387
Pentanomial 0.0014
MC 0.9383

1 anos 1.5 anos 2 anos 2.5 afnos 3 anos

14.2018 31.6447 54.3607 83.9196 140.3083
0.0095 0.0377  0.1072  0.1726  0.2354
4.3679 12.6151 26.4696 49.4256 75.0726

Tabla 7.9: Comparacion de resultados para la valuacién americana de dos vari-

ables.

0.5 afios

PIM 494855
Pentanomial 495039
LSM 495083

1 anos 1.5 anos 2 afios 2.5 anos 3 afios
1067594 1665413 2289410 2940731 3620574
1068299 1667004 2292283 2945317 3627337
1070439 1661407 2270419 2923529 3580084

Tabla 7.10: Comparacion de tiempos para la valuaciéon americana de dos vari-

ables.

0.5 anos

PIM 4.7036
Pentanomial 0.0009
LSM 7.6787

1 anos 1.5 anos 2 anos 2.5 anos 3 anos

11.8743 26.5217 46.0178  71.3046 114.7276
0.0035 0.0111  0.0263 0.0505 0.1184
28.8681 65.3780 135.9327 325.8369 555.2581



Capitulo 8

CONCLUSION.

Esta tesis propone un método alternativo de valuaciéon de opciones reales,
basado en el enfoque de aproximar la dindmica estocastica de las variables sub-
yacentes por medio de un proceso estocastico de estados continuos. Como ev-
idencia experimental para ilustrar la eficacia de la propuesta, se eligié analizar
los resultados de una implementacién para un problema de opciones reales, cuya
formulacién surge al valuar controles de calidad. Los resultados experimentales
para modelos basados en el movimiento geométrico browniano fueron satisfac-
torios, por lo que se conjetura un buen desempefio en otras posibles dinamicas
estocésticas que rijan las variables subyacentes. Esta propuesta se muestra prom-
etedora para aplicarse en problemas para los cuales los algoritmos tradicionales
no sean aplicables o en aquellos donde el desempeno sea muy pobre, debido a
la complejidad del modelado de las variables. En ese sentido, se demostrdé que
existen casos donde la propuesta es mas eficiente que el enfoque Monte Carlo,
que es el enfoque por excelencia para valuacion de problemas poco tradicionales.
Siendo que la propuesta se presenta como una alternativa practica donde se pre-
cise versatilidad, para tratar muchas dindmicas estocasticas y al mismo tiempo
se quiera evitar el error estocastico que surge al aplicar el enfoque mas versatil
de los métodos Monte Carlo.

Trabajos futuros podrian extender esta propuesta a dindmicas mas exdticas
que envuelvan procesos de Levy, implementaciones para casos de estudio mas
complejos, implementaciones con puntos de integraciéon variables en el tiempo,
formulaciones generales para obtener las funciones de densidad requeridas, prue-
bas formales de convergencia o inclusive un perfeccionamiento del algoritmo, ya
sea en la eleccion de los puntos de integracion, como para computar mas eficien-

temente las integrales e interpolaciones que lo componen.
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ANEXO A: Matematicas preliminares.

Sigma algebra.

Sea un conjunto no vacio 2. Una sigma algebra F en el espacio muestral 2 es una
familia de subconjuntos de €2 tal que las siguientes propiedades son satisfechas:
-0eF.
- Si X € F entonces X¢ € F.
- Sea una secuencia {X;} de conjuntos en F, entonces UX; € F.

Los elementos del sigma algebra son denominados eventos.

Algebra de Borel

Es la interseccion de todos los sigma algebras donde cada uno contiene a todos

los conjuntos abiertos en X como elementos y se denota por B (X).

Medida de probabilidad

Sea una sigma algebra F en {2. Una medida de probabilidad es una funcién
P: F — [0,1] tal que:

-P(Q) =1.

- Si {X,;}es un conjunto de conjuntos disjuntos de F entonces: P (UX;) =
Y P(X;).

Ademaés (Q, F,P) se llama espacio de probabilidad.

Probabilidad condicional

Sean dos eventos X, Y € F tal que P (Y') # 0 entonces la probabilidad condicional
de X dado Y es definido como:

P(X/Y) = 2G)

Casi siempre

Sea (2, F,P) decimos que un evento F € F ocurre casi siempre si P (E) = 1.
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Funcién F—medible

Sea F en (2, entonces una funciéon F—medible f : ) — R es aquella tal que si

X € B(R) entonces f~! (X) € F.

Variable aleatoria

Sea el espacio de probabilidad (€2, F,P), entonces si f es una funcién F—medible
entonces f es llamada una variable aleatoria. Si f puede tomar solo una cantidad

contable de posibles valores entonces es una variable aleatoria discreta.

Sigma algebra generada

Sea una variable aleatoria f en (2, F,P), la sigma algebra f-generada se define

como este conjunto:

o(f)={XeF/X=f"1(B),BeBR)}

Eventos independientes

Sea Xi,..., X, € F, se dicen eventos independientes si P (NX;) = [TP (X;).

Variables aleatorias independientes

Las variables aleatorias {f;} en (92, F,P), son independientes si para cualquier
conjunto {X;} tal que X; € o (f;) eso implica que {X;} son eventos independi-

entes.

Proceso estocastico

Sea un espacio de probabilidad (€2, F,P), un proceso estocéastico es una coleccion
de variables aleatorias {f; : t € T}, donde el conjunto T es llamado tiempo, el
proceso estocastico se llama continuo o discreto si 1" es continuo o discreto re-

spectivamente. Para un w € Q especifico f; (w) : T'— R se llama un camino de
Q.

Funcién de densidad

Sea una variable aleatoria f en (€2, F,P), una funcién d; : R — R B (R) —medible
y sea Xp € F un conjunto tal que x € Xp & f(x) € B. SiP(Xp) = [gd (x)dx
para todo B € B (R), entonces dy es la funcién de densidad de f.
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Funcién de densidad conjunta

Sea un conjunto de n variables aleatorias {f;} en (2, F,P), una funcién dy, s, :
R"™ — R tal que para todo B C B(R"): P(Xg) = [gdyf . 1. (1, ..., Tn) dx1, ..., dy,
es llamada funcién de densidad conjunta de {f;}.

Esperanza

Sea una variable aleatoria f en (Q,F,P), entonces E(f) = [, fdP se llama
esperanza de f este concepto generaliza a la media aritmética.

Esperanza condicional

Sean dos variables aleatorias f y g en (2, F,P), entonces la esperanza condicional

E (f/g) se define como aquella variable aleatoria tal que:
1. E(f/g) es o (g)-medible.
2. Para todo X € o (g) se cumple [y E(f/g)dP = [y f dP.
Informalmente el valor de E (f/g) (w) puede ser interpretado como la esperanza
o valor esperado de f si g = g (w).
Esperanza condicional discreta
Sean dos variables aleatorias discretas f y g en (2, F,P), entonces la esperanza
condicional dado el evento g = y se define por E (f/g =y) = > 2P (f = z/g9 = y)
Informalmente se interpreta como el valor esperado de f si g = y.
Varianza
Sea una variable aleatoria f , entonces Var (f) =E (( f—E(f ))2) se llama vari-
anza de f.
Desviacién estandar

La desviaciéon estandar de f se define como la raiz cuadrada de la varianza de f.

Correlacion

Sean dos variables aleatorias f y g, entonces se define la correlaciéon entre f y g

E((f—E(/)(g—E(9)))
\/Var(f)Var(g)

como: corr (f,g) =
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Distribucién normal

Una variable aleatoria f se dice que tiene distribucién normal si su funcién de den-
_1(z=p)?
sidad es d (z) = ei(\/;ﬂ) donde p y o son los pardmetros de media y desviacién

estandar respectivamente.

Proceso de Markov

Sea un proceso estocastico {f;} en (2, F,P), si para todo conjunto {¢;} C T tal
que ... < ty < t1 < tg, se cumple que:

P(fto = fﬁto/ftl = xt17ft2 = Tty, ft3 = Tz, ) = P(ftg = l“to/ftl = xt1)a
entonces { f;} es un proceso de Markov.
Proceso de Wiener

Un proceso de Wiener W; con t € [0,00) es un proceso estocastico que se carac-

teriza por las siguientes propiedades:
1. Wy =0.
2. Un camino W; (w) es casi siempre continuo en [0, 00).

3. Paraag < a; < as < ag, (W, — W,,)y (W,, — W,,) son variables aleatorias

independientes.

4. Para ag < a; la variable aleatoria (W,, — W,,) tiene distribucién normal

con media 0 y varianza (a; — ag).

JF;- adaptado

Sea una secuencia de sigma dlgebras {Fi},5, en Q tal que a < b implica que
F. C Fp y sea un proceso estocastico f; (w) : [0,00) x 2 — R tal que para todo
s € [0,00) la variable aleatoria fs es Fy- medible, entonces se dice que f; es un

proceso estocastico J;- adaptado.

Funcion caracteristica

La funcién caracteristica y4 : C' — {0,1} de un conjunto A C C' se define como

aquella donde x4 (z) =1siz € Ay xa(zr) =0siz ¢ A
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Clase de funciones V

Definimos la misma clase de funciones que aparece en [kKB03]. Sea un proceso de
Wiener W;, una secuencia de sigma &algebras {]:t}tzo tal que F; esta generado
por {Wt}te[o,s]a F un sigma &lgebra tal que F; C F para todo t. V (S,T) es la

clase de procesos estocdasticos f; (w) : [0,00) x  — R tal que:
1. fi(w) es B([0,00)) x F-medible.
2. fs (w) esta Fs—adaptado.

3. E(fST £, (w)th) < 0.

Proceso elemental

Sea una secuencia de variables aleatorias {e;}, entonces un proceso estocdstico

¢ (t,w) es elemental si puede ser escrito de la siguiente manera:

Qb (tv (.d) = Zz €; (w) Xtitiv1) (t)

Integral de Ito para procesos elementales

Sea el mismo proceso elemental ¢ (t,w) y un proceso de Wiener W; (w) en {2

entonces la integral de Ito de ¢ (t,w) en desde S a T se define como:

J5 6 (t,w) AW, (w) = Sizg e (@) Wiy = W2,) (@)

Integral de Ito

Sean f € V (S, T), una secuencia {¢,} de procesos elementales tal que
it oo B (J3 (f (8, 0) = 0 (t,w))7 dt) =0

entonces la integral de f desde S a T es definida como:

fg f (ta w) th (UJ) = limn—)oo fg ¢n (t7 w) dVVt (w)

Ecuacién diferencial estocastica (EDE)

Sean un conjunto de n procesos de Wiener {W*}, m procesos estocdsticos incognita
fi= (f5 f2 ..., f) v las funciones a : R™ — R, b; : R™™! — R | entonces la
siguiente notacion para ecuaciones diferenciales estocasticas

dfl = a(t, f,)dt + S b; (t, f;) AW}

en realidad no es nada mas que otra forma de escribir la siguiente ecuacion

que involucra a la integral de Ito:

= Jot+ Jgals fo)ds+ 3 [0 (s, fs) AW,



ANEXO B: Programacién dinamica y ecua-

ciones de Bellman.

Antes de introducir este método definamos los siguientes conceptos:

Funcién objetivo: Es la funcién que describe el objetivo a ser optimizado: ya

sea maximizandolo o minimizandolo.

Variable de estados: Es la informacion necesaria para conocer las decisiones
que afectan a la funcion objetivo a lo largo del tiempo. Dichas decisiones en

funcién del tiempo y la variable de estado se llaman variables de control.

Funcién de politica: Es una regla que determina que valores tomar para las
variables de control en funcién de cada variable de estado en un instante. La
politica optima es aquella que consigue los mejores valores para la funcién obje-

tivo.

Funcién de valuacion: Es el valor 6ptimo de la funcién objetivo en funcion del

estado y del tiempo, asumiendo que se ejecuta la politica 6ptima todo el tiempo.

Ecuaciéon de Bellman: Suponiendo que las decisiones son tomadas en in-
stantes discretos, entonces la ecuacién recursiva que relaciona la funcion de val-
uacion en un instante con la misma en el instante anterior se llama ecuacion de

Bellman.

Principio de Optimalidad de Bellman: Una politica optima tiene la propiedad
que cualquiera sea el estado y decisiones iniciales, entonces las decisiones sigu-
ientes deben constituir una politica optima con respecto a las consecuencias re-
sultantes de las decisiones anteriores. [? |. Esta propiedad nos permite tratar un
problema de valuacion en tiempo discreto, descomponiendo la valuacién en un
instante ¢ (n) en subproblemas de valuacién en el instante ¢ (n + 1), por lo que
la valuacién de una opcién en tiempo discreto se puede realizar identificando su
ecuacion de Bellman, el cual por ser de indole estocéstico puede tener la siguiente

forma:
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V(zp,t(n)) = mazy, €T (z) {7T (xn, Ut(n)) + BE (V (2p41,t (n + 1)) /xn)}
donde I' (z) representa el conjunto de valores de la variable de control, x,, es un
proceso estocastico discreto que toma distintos valores de la variable de estados,

7 es una funciéon que representa un flujo de ingresos y  es una penalidad.



ANEXO C: Ejemplos de métodos de val-

uacion de opciones.

Formula Black-Scholes

Sea una opciéon put europea donde Sp = 10, K =5, r=0.1,0 =05,t =0y
T = 1. Se tiene d; = n(2)+0.225 _ 1 8363 y dy = 1.3363, que implica que:

0.5
1 [-18363 2
N (~1.8363) = \/2_/ e~ dy = 0.0332,
T J—o0
1 [-13363 2
N (~1.3363) = 2/ =5 dy = 0.0907
T J—o00

finalmente:

P (10,0) = 5¢°1(0.0907) — 10 (0.0332) = 0.0783.

Método Binomial

Sea una opcién call americana donde Sy =10, K =5, r=0.1, 0 =0.5,t =0y
T = 1. Se obtienen por lo tanto los siguientes valores del método binomial:
1

(0.1) (0.35)
A= 3 <6_2 +e 2 > = 0.8953

d = 0.8953 — v/0.8953%2 — 1 = 0.6871

u = 0.8953 + v0.89532 — 1 = 1.4552

(0.1)
%P 06871
_ e TN g4
p 0.7631

Después se calculan los valores de la variable binomial discreta:

Sy =10
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St = (1.4552)7' S = 6.871
S} = 1.45525) = 14.552
52 = (1.4552) % S0 = 4.721
52 = (1.4552)° S0 = 10
S2 = (1.4552)% S = 21.176

Se calculan con programacién dindmica los valores de los nodos para cada

valor-estado de la variable binomial:

Vi = max (4.721 — 5,0) = 0
V2 =maz (10 - 5,0) =5

V2 = max (21.176 — 5,0) = 16.176

V' =maz (6.871 — 5,¢7 ((0.4741) 5 + (1 — 0.4741) 0)) = 2.2549

V! = maz (14.552 — 5,7 ((0.4741) (16.176) + (1 — 0.4741) 5)) = 9.7963

Finalmente el valor final:

V) = maz (10 — 5,e” 2 ((0.4741) (9.7963) + (1 — 0.4741) (2.2549)) ) = 5.5459
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Método Pentanomial

Sea una opcion call europea donde se emplean los siguientes parametros: T = é,

At=131r=018 =525 =3p=0151=127r=01, K=12,0, =09y
09 = 0.1.
Entonces si la variable subyacente se define de esta manera S = 5155, se

tendrian los siguientes parametros del método pentanomial:

g1 = 0.1—(0.9)* /2 = —0.305
2 = 0.1 — (0.1)* /2 = 0.095
ur = eIDOIVE = 15541

Uy = e1DONVG — 1 9502

1 1 Vb /-0305 0005\ 0.5 ]
1 Ve — 0.2516
PR T (Zos+ o1 (12)
11 e (—0.3051 B 0.095> S0 ]
LV TSR 0.9 0.1 /) (2
1 [ 1 Vi, —0305, 0005\ 0.5 ]
ps = 2+<— - ) | = 01477
1271 0.9 01 )" (12)
11 & —0.305, 0.095> 0.15 |
1! Ve (_ - — 0.2572
P2 T ( 09 01 )7 (122

1

Entonces se calculan los valores de la variable discreta pentanomial:

S0, = Sk, = (1.5541)° (1.0502)° 15 = 15

S% = S, = (1.5541) (1.0502) 15 = 24.4822
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Sy = Si_1y = (1.5541) (1.0502) ' 15 = 22.1973
So. = Siy = (1.5541) 7" (1.0502) 15 = 10.1364
SC 10 = S{_1y0 = (1.5541) 7" (1.0502) " 15 = 9.1903

Después para cada valor-estado se calculan los valores discretos empleando

programacion dinamica:

Vg = maz (15 — 12,0) = 3
Vip = maz (24.4822 — 12,0) = 12.4822
Vol(_l) = max (22.1973 — 12,0) = 10.1973
Voy = maz (10.1364 — 12,0) = 0

Vi1 = max (9.1903 — 12,0) = 0

Finalmente se obtiene el valor deseado:

Vi = e ((0.2516) (12.4822) + (0.0379) (10.1973) + (0.1477) 0 + (0.2572) 0 + (0.3056) (3))

=4.3711

Método Monte Carlo para opciones europeas.

Sean los siguientes parametros para una opcion call europea: T = 3, At = 1,
r=0.006 K=11 5 =1yo0=1.
Lo cual implica la siguiente ecuacion diferencial estocastica a ser discretizada,

segun la medida de Martingala:

dS = (0.06) Sdt + SdW
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La discretizacion resultante es:

Spi1 = Sn + (0.06) S, At + S, AW

Empleando tal discretizacion se obtienen los siguientes caminos discretos:

Z
o
~+
I
e}

t=1|t=2]t=3
1.09 | 1.08 | 1.34
1.16 | 1.26 | 1.54
1.22 | 1.07 | 1.03
0.93 | 0.97 | 0.92
1.11 | 1.56 | 1.52
0.76 | 0.77 | 0.9

092 | 0.84 | 1.01
088 | 1.22 | 1.34

||| O =W
e e e s N e Y N

Entonces la valuacion de cada camino depende solamente del ultimo valor de

cada camino:

Vo) = € " maz (1.34 — 1.1,0) = 0.2005

Vo2 = € "¥max (1.54 — 1.1,0) = 0.3675

Voz) = € " "®maz (1.03 — 1.1,0) = 0

Vo(ay = € "Pmaz (0.92 — 1.1,0) = 0

Vo(s) = € " Pmaz (1.52 — 1.1,0) = 0.3508

Vo(e) = € " Pmaz (0.9 —1.1,0) = 0

Vo(ry = € "Pmaz (1.01 — 1.1,0) = 0

Vugs) = € " mazx (1.34 — 1.1,0) = 0.2005

Finalmente se promedian dichos valores:
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7

V(1,0) ~ = 0.1399

> V()
8

Se desea calcular el valor de una opcién americana clasica, salvo que puede ser

ejecutada en cualquier instante menos el instante inicial, los parametros son los
siguientes T = 3, At = 1, r = 0.06, Sy = 1, 0 = 1 y K = 1.} Por lo tanto

se obtiene la misma EDE del ejercicio anterior, siendo que se puede emplear la

misma tabla de caminos discretos. Por lo tanto en base a esa tabla, el flujo de

caja del poseedor de la opcién al tiempo final sera (mazx(K — S,,0)):

=

t=1

t=2

0.09

I ||| =W N
1

Entonces se consideran solamente los caminos para los cuales es conveniente

ejecutar la opcion al instante 2. Se realiza una regresion entre la ganancia de-

scontada por el interes libre de riesgo y el valor de los caminos.

N° Y X
1 0 x0.94176 | 1.08
9 _ _
3 | 0.7x0.94176 | 1.07
4 10.18 x 0.94176 | 0.97
5 - -
6 | 0.2x0.94176 | 0.77
7 10.09 x0.94176 | 0.84
8 - -
El resultado de la regresién es: F[Y/X] = —1.07 + 2.983X — 1.813X?2. Se

'Ejemplo presentado en el articulo [E.S77].
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avaluan los valores de los caminos anteriores en la funcién obtenida y se obtienen

los valores de continuacion que son comparados con los valores de ejercicio.

N° | Ejercicio | Continuacion
1 0.02 0.0369

9 i i,

3 0.03 0.0461

4 0.13 0.1176

5 , ,

6 0.33 0.1520

7 0.26 0.1565

] , ,

Para los caminos donde es conveniente ejecutar la opcion se actualiza la tabla
de flujos de caja de esta manera:

-Si el valor de continuacién supera a la de ejercicio, el flujo de caja al instante
2 sera igual al valor de continuaciéon y se mantienen los mismos valores del flujo
de caja al tiempo 3.

-Si la funcién de continuacion es menor o igual a la de ejercicio se escriben los
valores del flujo de caja al instante 2 (K —S,) y los flujos de caja futuros son 0.

Para los caminos donde no es conveniente ejecutar la opciéon al instante 2:
sus flujos de caja en dicho tiempo son iguales a 0 y los flujos de caja futuros no

varian.

Z
o
~
I
-
~
I
[\
~
I
w

\]

- 0.13

- 0.33
- 0.26

w|N|lo|a|a|w| ]| =
1
o
olo|lo|lo|lo|s|lo|o

Nuevamente, se consideran solamente los caminos para los cuales es conve-
niente ejecutar la opcion al instante 1. Se realiza una regresion entre la ganancia

descontada por los intereses y el valor de los caminos.
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Ne° Y X
1 0 x 0.94176 1.09
9 ) B}
4 10.13 x0.94176 | 0.93
5 } B}
6 | 0.33 x0.94176 | 0.76
7 10.26 x 0.94176 | 0.92
8 0x0.94176 | 0.88

El resultado de la regresiéon es: E[Y/X]| = 2.038 — 3.335X — 1.356X2%. Se

avaluan los valores de los caminos anteriores en la funciéon obtenida y se obtienen

los valores de continuacion que son comparados con los valores de ejercicio.

N° | Ejercicio | Continuacién
1 0.01 0.0139

2 , ,

3 i, ;

4 0.17 0.1092

5 ; ;

6 0.34 0.2866

7 0.18 0.1175

8 0.22 0.1533

Tambien se repite el paso de actualizar la tabla de flujos de caja al instante

1, tal como se hizo para el instante 2:

=

t=1

~
I
[\

t=3

0

0

0

\]

0.17

0

0.34

0.18

[ J ||| =W N

(ool Nenll Hen )l el Heoll Bl Bl Ren)

0.22

olo|lo|lo|lo|la|lo|o

Los flujos de caja de cada camino discreto descontado al tiempo actual son:



zZ
o
~
I
[a=)

0.0585
0.1601
0
0.3202
0.1695
0.2072

||| =W [N~

Sumando y promediando estos valores se obtiene el valor final: 0.1144.
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