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ABSTRACT

Hysteresis phenomenon is presented in several physical systems involving cyclic processes. In
particular, in this work we implement the Scanning Hysteresis Model to capture the hysteresis
phenomenon presented in the relative permeability of multiphase flows in porous media. From
the mathematical modeling resulted a set of hyperbolic equations in variables of Saturation and

Memory of the flow behavior change.

In order to solve the resulting hyperbolic equations using the Godunov method, the Riemann
solutions were analyzed and implemented. In contrast to previous works, new cases not shown
in previous literature were found when hysteresis effects in velocity and gravity terms of the
model are comparable and considered simultaneously. This implies a major complexity in the
Riemann solutions implementations. One-dimensional and two-dimensional simulations that

show the compatibility between implementations and theoretical results are presented.

Cristhian Colbes José Garay
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RESUMEN

El fenémeno de histéresis se presenta en varios sistemas fisicos que envuelven procesos
ciclicos. En particular, en este trabajo implementamos el Scanning Hysteresis Model para cap-
turar el fendmeno de la histéresis presente en la permeabilidad relativa de flujos multifasicos en
medios porosos. Del modelado matemaético resulté un conjunto de ecuaciones hiperbdlicas en

las variables de Saturacién y Memoria del cambio de comportamiento del flujo.

De forma a resolver las ecuaciones hiperbdlicas resultantes usando el método de Godu-
nov, las soluciones de Riemann fueron analizadas e implementadas. En contraste con trabajos
anteriores, se encontraron nuevos casos no ilustrados en la literatura previa cuando los efec-
tos de la histéresis en los términos de velocidad y de gravedad del modelo son comparables y
considerados simultdneamente. Esto implica una mayor complejidad en la implementacion de
las soluciones de Riemann. Se presentan simulaciones unidimensionales y bidimensionales que

demuestran la compatibilidad de las implementaciones con los resultados tedricos.

Cristhian Colbes José Garay
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

La histéresis es un fendmeno que se presenta en varios sistemas fisicos, por ejemplo, sis-
temas magnéticos, eléctricos, eldsticos, bioldgicos, hidrodindmicos, etc [18, 19, 20, 21]. El
fendmeno de histéresis se manifiesta a través de la dependencia de la salida de un sistema no s6lo
en cuanto al valor de la entrada sino también de la historia de esta entrada o del estado interno
del sistema (efecto de memoria). En ciertos casos los efectos de la histéresis resultan favorables
para ciertas aplicaciones (por ejemplo, las memorias de los computadores), y en otros casos

resultan desfavorables (por ejemplo, pérdidas de energia en los nicleos de transformadores).

Dos ejemplos de sistemas con histéresis con aplicaciones muy importantes son los Memris-
tores y los medios porosos con fluidos en su interior [17, 3]. El Memristor, considerado como
el cuarto elemento bésico de los circuitos eléctricos y como el dispositivo que va a revolucio-
nar el mundo de la electrénica y la teoria de circuitos, es un dispositivo que se comporta como
un resistor no lineal con histéresis en su resistencia [16, 17]. El sistema medio poroso-fluidos,
como puede ser un yacimiento de petréleo o un depdsito de gas natural, presenta histéresis en
las permeabilidades relativas. Para este dltimo ejemplo, la histéresis juega un papel importante,
sobre todo en los procesos ciclicos de produccion (extraccion) e inyeccion de hidrocarburos ta-
les como WAG (Water Alternating Gas) y waterflooding. Cabe destacar que existe una analogia

entre sistemas eléctricos y sistemas hidrodindmicos, la cual es evidente desde el punto de vista
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de que la carga y la masa son propiedades de las particulas fisicas. Por ejemplo, la carga es
andloga a la masa, la diferencia de potencial a la diferencia de presion, la ley de conservacion
de las cargas a la ley de conservacion de masa, etc. Por tanto, el sistema medio poroso-fluido
puede ser representado por medio de un circuito eléctrico no lineal con histéresis en la resis-
tencia. En este trabajo vamos a disefiar e implementar un simulador de reservorio (un sistema
medio poroso-fluidos) que presenta histéresis en la permeabilidad relativa de la fase no mojan-
te. El simulador de reservorio es un programa de computadora que resuelve las ecuaciones que
describen el comportamiento del sistema para cada instante de tiempo, permitiéndonos asi co-
nocer dicho comportamiento para cualquier intervalo de tiempo. Para desarrollar este simulador
vamos a determinar previamente el modelo matematico del sistema, es decir, la malla abierta

del sistema.

El propésito del simulador de reservorio consiste en predecir el comportamiento del reser-
vorio bajo diferentes condiciones de operacion, y determinar los métodos y medios idéneos que
optimicen la extraccion y almacenamiento de hidrocarburos. Entre las areas de aplicacion de los
simuladores de reservorio se destacan la produccion de petréleo (etapa de recuperacion secun-
daria), y el almacenamiento de gas natural. En el drea de almacenamiento de gas, el simulador de
reservorio posibilita determinar el volumen de gas ttil de un depdsito subterraneo (en particular
el volumen de gas util en un acuifero a utilizar como reservorio de almacenamiento), permite
adecuar las condiciones de operacion del sistema de almacenamiento de acuerdo a la demanda
de gas de los clientes, y optimizar el sistema de almacenamiento. También permite viabilizar el
control del estado de carga y descarga del depdsito asi como la capacidad de distribucién por

dia.
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Al disefiar el simulador es importante tener en cuenta el fendmeno de histéresis presente en
el reservorio para que el comportamiento estimado por el simulador concuerde con el compor-
tamiento real del reservorio [6]. De acuerdo a los experimentos hechos con nicleos de medios
porosos [1], se pudo observar que las permeabilidades relativas tanto de la fase mojante como
no mojante dependian de la saturacidn, de la tendencia de la saturacién (a aumentar o disminuir)
y del valor de la saturacion antes del cambio de la tendencia de la saturacién [1, 2, 11], en otras
palabras, se vio que las permeabilidades relativas presentaban histéresis ya que los valores de
éstas dependian no solo de la saturacion sino también de la historia de la saturacion. Existen
varios trabajos en los que se presentaron observaciones y explicaciones sobre la histéresis en la
permeabilidad relativa basadas en experimentos de laboratorio [1, 2, 11]. Existen otros trabajos
donde se presentan férmulas para las curvas de las permeabilidades relativas de drenaje (extrac-
cion de fluido), imbibicion (inyeccion de fluido), y scanning [8, 9], y otro donde se consideran
las curvas de drenaje e imbibicion solamente [12]. En [3], [5], y [6] se presenta, analiza y desa-
rrolla el modelo de histéresis denominado Scanning Hysteresis Model, el cual vamos a utilizar

en este trabajo.

La histéresis en la permeabilidad relativa de la fase no mojante es transferida al modelo via
el flujo fraccional de la fase mojante y la movilidad de la fase no mojante, afectando los términos
de velocidad y de gravedad de la funcién flujo. En contraste con los trabajos anteriores [5, 6],
en este trabajo consideramos el fendmeno de histéresis afectando a los términos de velocidad
y de gravedad simultidneamente y extendemos la aplicacion del simulador para casos de dos

dimensiones. Resultados comparativos entre las soluciones analiticas y numéricas se presentan.

En el final presentamos un posible esquema de sistema de control que utiliza el simulador
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para poder controlar un depdsito de almacenamiento de gas.
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CAPITULO 2

JUSTIFICACION Y OBJETIVOS

2.1. Justificacion del trabajo

La simulacién de reservorio se ha convertido en una herramienta de prediccion estandar
en la industria de hidrocarburos. Puede ser utilizada para obtener predicciones de rendimien-
to precisas para un reservorio de hidrocarburos bajo diferentes condiciones de operaciéon. Un
proyecto de recuperacion de hidrocarburos usualmente envuelve una inversion de capital de
cientos de millones de ddlares (el costo de perforaciéon de pozo actualmente ronda los 5 mi-
llones de dodlares segtin el Instituto Americano de Petréleo API), y el riesgo asociado con las
estrategias de produccion y desarrollo seleccionadas debe ser evaluado y minimizado. Este ries-
go incluye factores muy importantes como la complejidad de un reservorio de hidrocarburos y
los fluidos contenidos en €l, la complejidad de los mecanismos de recuperacion del hidrocar-
buro, y la aplicabilidad de métodos predictivos. Estas complejidades pueden tenerse en cuenta
en la simulacién de reservorio a través de datos de entrada del modelo de simulacion, y esta
aplicabilidad puede ser estimada a través de practicas de ingenieria sélidas (libres de defectos)

y una simulacion de reservorio precisa [10].

La disponibilidad del petréleo y gas natural, en el mundo, estd disminuyendo y lo facilmente

explotable estd terminando, pero la necesidad estd haciendo que explotaciones de petréleo con

Cristhian Colbes José Garay
26



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

mucho mayor costo y extracciones de gas natural no convencional sean llevadas adelante [22].
En la Figura 2.1 se pueden apreciar las proyecciones de la energia comercializada a nivel mun-
dial por tipo de combustible. El simulador de flujo en el reservorio (o simplemente simulador
de reservorio) permitird predecir el comportamiento del reservorio y determinar los métodos y
medios que optimicen la extraccion de estos hidrocarburos bajo varias condiciones de opera-
cion [10]. Esta optimizacion permitird realizar un menor nimero de perforaciones y una mejor
disposicion de éstas, posibilitando extraer una mayor cantidad de hidrocarburos con una menor

inversion.

En el Paraguay existen yacimientos de hidrocarburos (petréleo, gas natural) en el Chaco
[23]. En la Figura 2.3 se puede apreciar el Mapa de Catastro de Hidrocarburos del Paraguay.
En la zona de Gabino Mendoza, se han realizado perforaciones confirmando la existencia de
Gas Natural [24, 23]. Asi, el simulador bidimiensional implementado en este trabajo, una vez
desarrollado para tres dimensiones prodria utilizarse para optimizar la extraccion y el almace-
namiento de gas en este reservorio, asi como disminuir los costos de explotacion y operacion.
Todo esto podria servir para el proyecto URUPABOL que tiene previsto el transporte de gas a

través de un gasoducto Bolivia\Gabino Mendoza\ Cercanias de Asuncién [22].
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Figura 2.1: Proyecciones de la energia comercializada mundialmente por tipo de combustible.
Fuente: International Energy Outlook 2010 de la U.S Energy Information Admi-

nistration
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Estructura de la matriz energética (2010)
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Figura 2.2: Matriz Energética del Paraguay. Fuente: Vice Ministerio de Minas y Energia de

Paraguay
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Figura 2.3: Catastro de Hidrocarburos. Fuente: Vice Ministerio de Minas y Energia de Para-

guay
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2.2. Estado del Arte

En la linea de investigacion en la que se sitiia este trabajo se encuentran varias investigacio-
nes previas [3, 5, 6, 7]. En [3, 5] se desarrollaron simuladores unidimensionales que tenian en
cuenta la histéresis presente en la permeabilidad relativa y se consideraron los casos donde se
tenian distintos valores de velocidades de flujo, pero no se consideraron los efectos de la gra-
vedad (aplicables s6lo para flujo horizontal). En [6] se desarroll6 un simulador unidimensional
que tenia en cuenta la histéresis y los efectos de la gravedad en el flujo, pero se consider6 que la
velocidad total del flujo era igual a cero. En [7] se desarroll6 un simulador unidimensional que
tenia en cuenta la histéresis y se consideraron los casos en que la velocidad era positiva, negativa
o cero incluyendo los efectos de la gravedad simultineamente, pero se encontraron casos en los

que no se pudo determinar la solucidn.

En contraste con los trabajos anteriores, en este trabajo se consideran nuevos casos no teni-
dos en cuenta en la literatura previa y aparte de un simulador unidimensional se desarrolla un

simulador bidimensional.

2.3. Objetivos

Los objetivos de este trabajo son:

= Extender la aplicacién del simulador a todos los casos posibles que pueden darse con
los distintos valores de la velocidad total del flujo considerando la accién de la gravedad

simultaneamente.
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= Extender la simulacién para los casos bidimensionales(2D).

= Establecer un esquema de control del sistema.
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CAPITULO 3

MARCO TEORICO

En este capitulo presentamos las definiciones y conceptos de pardmetros y leyes fisicas

involucrados en el modelo matematico del sistema.

3.1. Definiciones de parametros fisicos

Poro: Es una porcién diminuta del medio poroso capaz de ser ocupada por un fluido.

Porosidad (¢): Es la fraccion del volumen total del medio poroso capaz de ser ocupada por

fluido.

Fase: Es una region quimicamente homogénea (misma composicion quimica) y que esta se-

parada de otra region quimicamente homogénea por medio de una interface.

Mojabilidad: Es el grado de preferencia que presenta un medio a ser mojado por una fase
respecto a otra. Se denomina fase mojante a la fase preferida y fase no mojante a la menos
preferida entre las dos. (En este trabajo la fase mojante es el agua y se representa por el subindice

w, y la no mojante es el gas y se representa por el subindice g)

Permeabilidad: Es la capacidad de un medio poroso de conducir fluidos a través de sus poros

interconectados.
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Permeabilidad absoluta (x): Es la permeabilidad que presenta el medio en el caso de que
haya una sola fase en su interior. Es una propiedad del medio y por tanto no depende del tipo de

fluido.

Permeabilidad efectiva (k,): Es la permeabilidad que experimenta efectivamente una fase «
al pasar por un medio poroso cuando hay mds de una fase en el interior del medio, como conse-
cuencia de la obstruccion que presentan las demas fases al movimiento de la fase en cuestion en
el medio poroso. Es una propiedad compartida por el medio y el fluido, por tanto, varia segin

el tipo de fluido.

Permeabilidad relativa (k,,): La permeabilidad relativa de la fase « es el cociente entre la

permeabilidad efectiva de dicha fase y la permeabilidad absoluta.

Viscosidad (1.,): Propiedad de los fluidos que caracteriza su resistencia a fluir, debida al

rozamiento entre sus moléculas.

Movilidad ()\,): La movilidad de una fase o se define como el cociente entre la permea-
bilidad relativa de la fase y la viscosidad de la misma. La movilidad total es la suma de las

movilidades de todas las fases.

Flujo fraccional (f,): El flujo fraccional de una fase « se define como el cociente entre la
movilidad de esa fase y la movilidad total. Representa el flujo volumétrico (caudal) fraccional

de una fase para un gradiente de presion dado y la presencia de mas de una fase.

Presion capilar (p.): Se define como la diferencia de presion existente en cada fase(p, =
Py — Pw)- Esta diferencia se da debido a la curvatura y la tension de superficie de la interfaz entre

las dos fases. La presion en el fluido mojante es menor que aquella en el fluido no mojante.
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Saturacion (S,): Es la fraccién del volumen del poro que ocupa la fase «. En este trabajo

suponemos que el poro estd completamente lleno con ambas fases, es decir, S, + 55 = 1.

Saturacion Residual: Es el minimo valor de la saturacion de una fase en un poro. La satu-

racion residual de la fase mojante (agua) se representa por S, y la de la fase no mojante (gas)

por Sg.
Saturacion normalizada (S): es una variable cuyo valor es 0 cuando S, = S, y 1 cuando
Sw=1—= 25,

Flujo mdsico (P): es la cantidad de masa que atraviesa una superficie de drea unitaria en la
unidad de tiempo. Se define como el producto de la densidad de masa por la velocidad de la

masa (¢ = p.u)

3.2. Ley de conservacion de masa

Consideremos un cubo diferencial cuyas aristas Axy, Axy, y Axs se hallan situadas sobre
los ejes x1, T2, y x3 respectivamente, y adem’as con volumen V/, drea transversal A;. y una masa
m en su interior, como el de la figura 3.1. Supongamos que se tiene una fuente (o sumidero) de
masa en el interior del cubo de intensidad q (con unidades de masa por unidad de volumen por
unidad de tiempo) y que se tienen flujos masicos en las caras del cubo perpendiculares al eje
x1. La ley de conservacion de masa establece que la variacion de masa en el interior del cubo es
igual a la diferencia entre las masas entrante y saliente del cubo [10], lo cual se puede expresar
de la siguiente manera:

Am = (PpAw — PrAs + qVie) At. 3.1)

Cristhian Colbes José Garay
35



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

S—— v.\o

Figura 3.1: Cubo diferencial. Fuente: Elaboracion propia

El volumen de la masa dentro del cubo denotado por V,,, es:
Np
Vo= 33 = ZSVI
i=1 pl
donde Np es la cantidad de poros interconectados del cubo, V;,,, es el volumen de la masa con-
tenida en el ¢-€simo poro y V,,, es el volumen del ¢-ésimo poro. Considerando que la saturacion

es la misma para cada poro del cubo (cubo de dimensiones muy pequenas) y de la definicion de

porosidad, se tiene:

Np
=25V, =SV,

i=1

Asi, de la definicion de flujo masico y la expresion de arriba, la ec. (3.1) puede reescribirse
como:

A(p. Vi) = [(pur — pur)Ase + ¢Vie] At.
A(pSeVe) = [—A(pu) A + qVie] At

Dividiendo la expresion anterior por AtV, y teniendo en cuenta que V., = A;.Axy, se tiene

A(pS¢) _ Alpu)
At B AIl

t4q

Cristhian Colbes José Garay
36



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

Tomando los limites cuando At — 0y Az; — 0 tenemos

I(pSe) _ O(pu)
Y N +q (3.2)

que es la expresion de la ley de conservacion de masa en su forma diferencial unidimensional.
Asumiendo que no hay transferencia de masa entre fases en el flujo inmiscible, la masa se

conserva dentro de cada fase, por tanto para la fase « se tiene

0(paSa®) _ O(patta) b a=w.g. (3.3)

ot 0,

Para los casos en que se tengan flujos de masa en las direcciones de los tres ejes, la ley de

conservacion de masa tiene la siguiente expresion:

9(paSad)

- V. 4
T V.(palla) + ¢a (3.4)

3.3. Ley de Darcy

La Ley de Darcy relaciona la tasa de flujo volumétrico de cada fase de fluido a través de un
medio poroso con su gradiente de presion, las propiedades del fluido (viscosidad, ji,, 0 114) y del
medio (permeabilidad efectiva, k., 0 kg4, y un drea transversal, A). Por ejemplo en la direccion

horizontal x; ( Fig 3.2(a)), es escrita como

FwA Opu _ A dp,

Qw = - &®__ Qg -

TR (3.5)

g Oxq
donde @, es el caudal (flujo volumétrico) de la fase «, luego, las velocidades de Darcy para

ambas fases son u,, = Q,, /Ay uy = Q4/A. Como resultado, vemos que

Ky Opy kg Opy
Uy = —— =— -

= 3.6
Moy 0z’ U Mga% (36)
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N

(a) Flujo horizontal (b) Flujo no horizontal

Figura 3.2: Flujo volumétrico. Fuente: Elaboracién propia

Para un sistema de flujo de dos fases en 3D con fuerza gravitacional (Fig. 3.2(b)), la forma

diferencial de la ley de Darcy para cada fase es:

1
U, = __K'Oc(vpa - PQQVI'S)a a=1w9g, 3.7)

«

donde g es la magnitud de la aceleracion gravitacional y x3 es la profundidad.

Cristhian Colbes José Garay
38



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

CAPITULO 4

MODELO MATEMATICO

El modelo matematico del sistema se obtiene al combinar la ecuacién de transporte y el

modelo de histerésis para el sistema en cuestion.

En las deducciones usaremos la presion de la fase no mojante y la saturacion de la fase

mojante como las variables primarias

P = Dy, S = Sw‘ 4.1)

4.1. Ecuacion de Transporte

Consideramos el medio poroso como un tubo (de eje z) con una inclinacién () respecto al
plano horizontal, con un perfil de saturacion inicial dado de dos fluidos inmiscibles e incom-
presibles (como el de la fig. 3.2(b)). La ecuacién de transporte del sistema reservorio-fluidos se
obtiene en base a la ley de conservacién de masa y la ley de Darcy, y resulta ser una ecuacion
en derivadas parciales hiperbdlica (autovalores reales). Para obtener la ecuacion de transporte
primero definimos la velocidad total de flujo como la suma de las velocidades de ambas fases,
es decir:

u=u, +u, 4.2)
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Luego expresamos la velocidad de la fase mojante u,, en términos de la velocidad total u. Para
obtener esta relacion, recordando la definicion de presion capilar p. = p, — p,, aplicamos

Pw = Pg — Pcen (3.7) para v = w
u,, = _/f)‘w<vpo - vpc - pwngg) (43)

despejando Vp, de (3.7) para o = w y teniendo en cuenta (4.2) resulta

u u
LI v
KAy KAg T PgVe

Vg
sustituyendo la expresion de arriba en (4.3) obtenemos

u, —u
KAg

u, = —KAy | ( + pygVz) — V. — pugVz

Aw Aw
u, = ——Uy + —u-—- HAwpggvz + li)\vac + I{Awpwgvz
Ag Ag

Aw Aw
(1+ —)u, = —u+ kA, Vpe + Ay (o — pg)gVz
)\9 /\9
M Ay

KEAwAg
u, = Tu + K h\ Vpc + \

(pw — Pg)gVz

u, = f,u+ KfuAgVpe + "‘ffw)‘g(Pw - pg)gVZ

Sustituyendo la expresion anterior en (3.4) para @ = w obtenemos la ecuacion de saturacion

o ecuacion de transporte: [10]

dp.
dsS

60 AR (ETS — (o~ p)gV) + fulS)) = Qulp,S) @)

Consideramos que el fluido es incompresible y que p. = 0 [10]. Asi también, consideramos
que los términos fuente son iguales a cero [6], luego la ecuacidn de transporte tiene la siguiente
expresion:

oS
b5 T VA fwt = Ay fu(pg — puw)grVis} =0 (4.5)
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la cual podemos reescribir como

oS +V.F=0 (4.6)
donde F' se denomina funcion flujo y su expresion es:

Juwll — )‘gfw(pg - pw)gffV$3

F =
0

4.7)

Podemos observar que la funcién flujo (£') depende del flujo fraccional de la fase mojante f,,
y de la movilidad de la fase no mojante \,, por tanto, depende de las permeabilidades relativas

de la fases mojante y no mojante.

4.2. Modelo de histéresis

En los experimentos hechos con nicleos (muestras cilindricas de los suelos) [1] se pudo
apreciar que las permeabilidades relativas de las fases dependen de la saturacion, de la tenden-
cia de la saturacién y del valor de la saturacion al momento del cambio de la tendencia de la
saturacion. En la Figura 4.1(a) se presentan curvas experimentales que describen el compor-
tamiento de las permeabilidades relativas de las fases. En la Figura 4.1(a) se puede observar
que cuando se lleva a cabo un proceso de drenaje primario, es decir, cuando el medio poro-
so esta completamente lleno con el fluido de fase mojante y se empieza a extraer por primera
vez dicho fluido (a la par que se va inyectando fluido de fase no mojante), las permeabilidades
relativas siguen la curvas de drenaje primario etiquetadas con 0. Una vez que se extrae comple-
tamente la fase mojante del reservorio debido al drenaje primario, cuando se vuelve a inyectar
fluido de fase mojante (a la par que se extrae fluido de fase no mojante), es decir, se lleva a

cabo un proceso de imbibicion (imbibicion secundaria), las permeabilidades relativas presentan
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un comportamiento distinto al del drenaje primario, como se puede apreciar en las curvas eti-
quetadas con 1. Luego de llenarse el reservorio con fluido de fase mojante al méximo posible
(observemos que aparece una saturacion residual de la fase no mojante) debido al proceso de
imbibicién secundaria, cuando se vuelve a extraer fluido de fase mojante (y a la par se inyecta
fluido de fase no mojante), es decir, cuando se produce un drenaje secundario, las permeabi-
lidades relativas presentan nuevamente un comportamiento distinto. Este comportamiento es
distinto a los de los dos procesos anteriores, como se observa en las curvas etiquetadas con 2.
Para procesos de drenaje o imbibicion posteriores, las permeabilidades relativas siguen las mis-
mas curvas 1 y 2 respectivamente, siempre y cuando el cambio de tendencia de saturacion se
produzca cuando el reservorio se halla completamente lleno o completamente vacio de una fase.
Si hay un cambio en la tendencia de la saturacion mientras el reservorio no estd completamente
lleno o vacio de una fase, aparecen nuevos comportamientos de la permeabilidad relativa. Estos
comportamientos se representan por curvas intermedias denominadas curvas de scanning, y que
se pueden observar en la Figura 4.1(b). En los experimentos se pudo observar que los cambios
en la permeabilidad relativa son irreversibles al recorrer las curvas de drenaje o imbibicion y que
son aproximadamente reversibles sobre las curvas de scanning. En este trabajo nos enfocamos

en los casos en que se llevan a procesos secundarios.

Para modelar el fendmeno de histéresis observado en las permeabilidades relativas utiliza-
mos en este trabajo el Scanning Hysteresis Model, presentado en [3, 5] e inspirado en los resul-
tados de [1]. Por simplicidad, suponemos que la permeabilidad relativa de la fase no mojante
presenta histéresis mientras que la fase mojante no lo hace. Este modelo caracteriza la histéresis

por medio de curvas de contorno de drenaje e imbibicién y curvas intermedias de scanning.
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Figura 4.1: Curvas de las permeabilidades relativas. (a) Curvas Experimentales de procesos
irreversibles: [1] drenaje primario, [2] imbibicidn secundaria, y [3] drenaje se-
cundario. Fuente: [4]. (b) Curvas de scanning representando procesos intermedios

aproximadamente reversibles de drenaje e imbibicion. Fuente: [3].

Estas dltimas curvas estdn determinadas cada una con un valor de un parimetro denominado
7, el cual es una variable de memoria que recuerda el valor de la saturacion en el momento
del cambio de la tendencia de la saturacion (Figura 4.2). La region conteniendo a las curvas
scanning delimitada por las curvas de drenaje e imbibicion se denomina regién de scanning y
se representa por (). Las curvas de drenaje e imbibicion representan procesos irreversibles, por
tanto estas curvas tienen una orientacion determinada (flujo en una direccién), y las curvas de
scanning representan procesos reversibles (los cambios en la permeabilidad relativa son reversi-

bles), por tanto el flujo sobre estas curvas puede tener cualquiera de las dos direcciones de flujo.
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(b)

Figura 4.2: Scanning Hysteresis Model: (a) Funciones de drenaje (en verde) e imbibicién (en
rojo) de la permeabilidad relativa de la fase no mojante, y la permeabilidad relativa
de la fase mojante; (b) curvas de scanning (en azul) etiquetadas con valores de 7.

Fuente: Elaboracién propia.
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Las expresiones matematicas para la permeabilidad relativa de la fase no mojante () son:

k! (S)=(1-S8)" para0<S<1 95 <0, (4.8)

g

Fig(S) =(1—8)" para0<S <1 85>0, (4.9)
_ )¢

Ko (S, ) = ((11_%73%(1 —aS)¢ para S € Q. (4.10)

Los pardmetros 7, 6, (, £, o son pardmetros utilizados para ajustar el modelo matemadtico de

acuerdo a las curvas experimentales.
La expresion matematica que describe la permeabilidad relativa de la fase mojante (k) es:
Forw (S) = 7SP, 4.11)

donde v y [ son parametros de ajuste. Los valores de los parametros de ajuste utilizados en este

trabajo son los propuestos en [6],ysonn =3,0 =2, (=1, (=1, a=0)5,vy=1,y S = 2.

Las curvas de scanning estén definidas en el intervalo Si(7) < S < S¢(r). Los valores de
los limites de este intervalo se obtienen al igualar K7 (S*(7)) = K;5(S' (), ) y K (S%(7)) =

K3e(8%(m), ).

4.3. Efectos de la histéresis en la funcion flujo

Como habiamos mencionado anteriormente, el flujo depende de la permeabilidad relativa
de la fase no mojante, debido a esto, los efectos de la histerésis en la permeabilidad relativa se
trasladan a la funcién flujo y el flujo también presenta histéresis, por tanto tendremos un flujo
de imbibic6n, un flujo de drenaje y un flujo de scanning. Asi el flujo también depende tanto de

la saturacion como de 7. Las expresiones para los distintos tipos de flujo son las siguientes:
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Foe(S,m) = F(S,m) para O, = 0, (regién de scanning) (4.12)
FY(S) = F(S,7%(S)) para 0,7 < 0, (drenaje) (4.13)
F'(S) = F(S,7'(9)) para 9,7 > 0, (imbibicién). (4.14)

Vimos que la expresion de la funcién flujo era

F =

futt = Ay fulpy = pu)giVz (4.15)

¢

de los dos términos que conforman la funcion flujo, al término que contiene a la velocidad total
u lo llamaremos término de velocidad, y al término que contiene a la aceleracion gravitacional lo
llamaremos término de gravedad. En la ecuacién (4.15) podemos apreciar que ambos términos
son afectados por la histéresis presente en la permeabilidad relativa de la fase no mojante (la
permeabilidad relativa estd contenida en el flujo fraccional f, y en la movilidad \;). Asi la
forma del lazo de histéresis de la funcion flujo varia segtn el valor de la velocidad total y de la

aceleracion gravitacional.

En las Figuras 4.3, 4.4, y 4.5 se presentan grificos de los lazos de histerésis de la funcion
flujo para distintos valores de la velocidad total de flujo y la aceleracion gravitacional. En la
Figura 4.3 se muestran lazos de histéresis cuando la aceleracion gravitacional y las velocidades
totales de flujo son distintas de cero. En la Figura 4.4 se muestan lazos de histéresis cuando
la aceleracion gravitacional es cero y las velocidades totales de flujo son distintas de cero. En
la Figura 4.5 se presenta el lazo de histéresis cuando la velocidad total de flujo es cero y la

aceleracion gravitacional no lo es.
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Figura 4.3: Lazos de histéresis de la funcion flujo parau # 0y g # 0. Fuente: Elaboracion

propia.
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Figura 4.4: Lazos de histéresis de la funcion flujo parau # 0y g = 0. Fuente: Elaboracion

propia.
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Figura 4.5: Lazo de histéresis de la funcién flujo parau = 0y g # 0. Fuente: Elaboracion

propia.

4.4. Modelo matematico completo

Al introducir el modelo de histéresis en la ecuacion de transporte obtenemos el modelo

matematico completo. Este modelo esta descrito por las siguientes ecuaciones:
S+ VEF =0, j=d,i (4.16)
cuando se tiene un flujo de drenaje o imbibicidn, y
S +VF*“=0 4.17)

o =0 (4.18)

cuando se tenga un flujo de scanning.

Este modelo de histéresis introduce una variable independiente adicional al sistema, la va-
riable . Asi nuestro sistema de dos ecuaciones con dos incognitas puede ser descrito por dos

variables de estado, la saturacion y 7. En la Figura 4.6 se muestra el espacio de estado.
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Figura 4.6: Espacio de estado del sistema medio poroso-fluidos. Fuente: Elaboracion propia

4.5. Ecuacion de la velocidad

Bajo la asuncién de que los fluidos son incompresibles, aplicamos S, +5, = 1y (4.2)a3.4
con o = w para ver que

8(¢pwsw) _ 8(¢pgS_q) _

Vu,+Vu, =-——2% Qv _ o Is
P Py

PwO($Sw) pg9(¢(1-Sw)) q
Vu,+Vu,=-——>=2a 2 0o 5
pw Pw pg pg

ApSyw) . 0¢  0(PS,) .

V.(uw+ug) = —T—i—qw—a—l—T—i—qg

V. =q(p,S) = Gulp,S) + 4y(p, S) (4.19)

donde G, = quw/pw Y 4y = 44/ p,- Esta ecuacion de la velocidad permite determinar la veloci-
dad de flujo total en todo el dominio espacial. Asumiendo que las fuentes internas son cero la

ecuacion (4.20) toma la forma

Vau=0, (4.20)

a esta ecuacion se le denomina ecuacion de Laplace.
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CAPITULO 5

ESQUEMA NUMERICO

Simular el comportamiento de un sistema implica resolver las ecuaciones que modelan al
sistema para los distintos instantes de tiempo. En este capitulo se hace un andlisis de las so-
luciones de las ecuaciones hiperbodlicas para fundamentar el uso de métodos numéricos en la
resolucion de las ecuaciones que modelan el sistema en cuestion y luego se describe el método

numérico de resolucién utilizado.

5.1. Analisis de las soluciones de la ecuacion hiperbdlica

Supongamos primeramente que la funcién flujo depende solamente de la saturacidn, asi te-

nemos

88 + 0,F(S) = 0. (5.1)

La solucién de esta ecuacion hiperbdlica tiene la forma S(z,t) = So(z — at), donde a es la

velocidad de onda cada punto que conforma la condicion inicial y que esta dada por a = OgsF'.

5.1.1. Caso en que F' es una funcion lineal de S

Para los casos en que F' es una funcidn lineal de S, o sea, F' = ('S, la velocidad de onda

es constante para cada punto ya que a = dgF = C. Asi, la solucién de la ecuacion hiperbdlica
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va a ser una onda con forma del perfil dado en las condiciones iniciales que se translada con

velocidad a = C' (Figura 5.1).

Figura 5.1: Solucién de Onda cuando F' es lineal. Fuente: Elaboracién propia.

5.1.2. Curvas Caracteristicas

Las curvas caracteristicas de la solucién de onda son curvas cuyas pendientes dan la veloci-
dad de onda de cada punto con saturacion constante en un instante determinado, cada punto del
perfil inicial tiene asociada una curva caracteristica. Las soluciones de las ecuaciones hiperboli-

cas pueden ser representadas a través de sus caracteristicas en el plano (z-t)

Para el caso en que F’ es lineal las curvas caracteristicas son lineas rectas como se muestra

en la Figura 5.2(b). Para F' no lineal, las caracteristicas no necesariamente son lineas rectas.

5.1.3. Caso en que F' es una funcion no lineal de S

En los casos en que F' es no lineal, la velocidad de onda varia en cada punto en funcién a la

saturacion. Para estos casos, en general, no es posible deteminar la solucion en forma analitica.
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(a) Caracteristica del punto con saturacién S;

(b) Caracteristicas para F lineal

Figura 5.2: Curvas caracteristicas. Fuente: Elaboracién propia.

Por ejemplo, suponiendo que F' = %82, la velocidad de onda es a = .S, asi los puntos con
saturaciones distintas viajan con velocidades distintas y en general no es posible determinar la

forma de la solucién por medios analiticos.
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Soluciones Analiticas conocidas

Existen casos particulares para los que se conocen las soluciones analiticas de la ecuacion
hiperbdlica; estos casos corresponden al Problema de Riemann. Problema de Riemann se deno-
mina al caso en que se tienen leyes de conservacion junto con condiciones iniciales constantes

a trozos con una discontinuidad [15], es decir, condiciones iniciales de la forma:

Si para z < Zgonteras
S |t:0 =
SR para z > Zfrontera-
Las soluciones del Problema de Riemann se denominan Soluciones de Riemann y pueden pre-
sentar distintos tipos de soluciones de ondas: ondas de choque, ondas de rarefaccion, o una

combinacién de éstas, dependiendo de los valores de las condiciones iniciales a la izquierda y a

la derecha de la frontera.

Ondas de Choque Las ondas de choque son ondas que resultan de la interaccidn entre una
onda lenta y una onda rapida. Esta interaccion se da cuando la onda mads rapida alcanza a la mas

lenta, produciéndose asi un “choque” entre ambas ondas.

Por ejemplo, para la funcion flujo no lineal anterior [' = %52 y cuando se tienen como
condiciones iniciales las de la Figura 5.3(a), la solucién es una onda de choque que se expresa

analiticamente como [15]:

S para z < ot,
S(z,t) =

Sr para z > ot.

donde o es la velocidad de la onda de choque y 0 = % (St + Sr).
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r 3 S
Si
Sk
2 2
(a) Onda de choque (b) Caracteristicas de la onda de choque

Figura 5.3: Onda de choque y sus caracteristicas. Fuente: Elaboracidn propia

En general, cualquiera sea la expresion de la funcion flujo, la velocidad de la onda de choque

se obtiene a partir de la condicién de Rankine-Hugoniot [15]:

_ F(Sr) = F(51)
o= —5 g (5.2)

Ondas de Rarefaccion Se denomina onda de rarefaccion a la onda formada por una onda
lenta y una onda rdpida, cuando la onda mas rdpida se va alejando de la onda mas lenta a

medida que se incrementa el tiempo.

A S . t
S
Sk
Z Z
(a) Onda de rarefaccién (b) Caracteristicas de la onda de rarefacciéon

Figura 5.4: Onda de rarefaccion y sus caracteristicas. Fuente: Elaboracion propia.
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Por ejemplo, para la funcién flujo no lineal F' = %SQ y con condiciones inciales como

las de la Figura 5.4(a), la solucion de la ecuacion hiperbdlica es una onda de rarefaccion cuya

expresion analitica es [15]:

St para z < Srt,

Z  para Spt <z < Sgt

Sr para z > Sgt.

\

Solucion para el caso general de condiciones iniciales continuas

Para determinar la solucién de la ecuacion hiperbdlica en los casos en que se tienen condi-
ciones inicales continuas se debe recurrir al uso de métodos numéricos. En este trabajo se utiliza

el método numérico de volumen finito denominado Método de Godunov, el cual es un método

conservativo que asegura la conservacion de masa.

Para aplicar este método discretizamos el plano z-t en bloques denominados celdas y dis-

cretizamos las condiciones iniciales en intervalos correspondientes a los de las celdas (Figura
5.5).

El método de Godunov establece que la saturacion de una celda para el siguiente instante de

tiempo se obtiene a partir del valor de la saturacion actual y los flujos numéricos en las fronteras

de dicha celda segun la férmula:

e
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So

that

Zj4 z Zj4q

Figura 5.5: Discretizacion en celdas. Fuente: Elaboracion propia.

$ —_—
N 1
Figura 5.6: Flujos en las fronteras de celda. Fuente: Elaboracién propia

Solucion para las ecuaciones que modelan el sistema medio poroso-fluidos

La funcién flujo para el sistema medio poroso-fluidos es una funcién no lineal de S, por
tanto, para resolver las ecuaciones del modelo matematico tenemos que discretizar las condi-
ciones iniciales y aplicar el método de Godunov. Ademads la funcién flujo depende no sélo de
la saturacion sino también de 7, por tanto es necesario extender el método de Godunov para

incluir a la variable 7.
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5.2. Método de Godunov Corregido

El método numérico utilizado en este trabajo para determinar la solucion de la ecuacion
que modela el sistema reservorio-fluido es el método de Godunov extendido [6], el cual es una
extension del método de Godunov clasico para incluir el pardmetro 7. Este esquema consta de

dos etapas, prediccion y correccion.

En la etapa de prediccion se aplica el método de Godunov clasico para determinar el valor
de la saturacion para el siguiente instante de tiempo. Asi, la saturacién de una celda para el
siguiente instante de tiempo se calcula en base a: la saturacién actual, los pasos de tiempo y
de espacio (tamafios de los sub-intervalos en que se dividen los intervalos de tiempo y espacio,
respectivamente), y los flujos numéricos (flujos promedio) en las fronteras izquierda y derecha
de la celda. Los flujos en las fronteras se determinan a partir de las soluciones de Riemann;
las soluciones de Riemann se explican en la siguiente seccion. La férmula para el cdlculo de la

saturacion de la j-ésima celda para el siguiente instante de tiempo (n + 1) es:

T

n+1 n

[F#((S77): (8741, m740)) = FH((S7, m50), (S5 77))] (5.3)

En la etapa de correccion se determina el valor de 7 de una celda para el siguiente instante

de tiempo segun la siguiente regla:

= Si el estado (S;.““l, 77') cae dentro de la regi6n de scanning entonces 7r}"‘+1 =77,

= Siel estado (S?“, 77') cae fuera de la regién de scanning y debajo de la curva de imbibi-

cién entonces 7T;L+1 = wi(Sy+1).
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= Siel estado (Sf“7 7 cae fuera de la regién de scanning y encima de la curva de drenaje

entonces 7,1 = 74(STH).

Este método de correccion se fundamenta en el hecho de que el paso de un estado situado en
una curva de scanning a otro sobre la misma curva no cambia el valor del valor de 7 (el valor
de 7 se conserva en la misma curva de scanning), sin embargo, el paso de un estado sobre una
curva de scanning con una saturacién dada a otro estado cuya saturacion esté fuera del rango
de valores de saturacion para dicha curva de scanning implica un movimiento sobre la curva
de drenaje o de imbibicion, y como el valor de m no se conserva sobre las curvas de drenaje o
imbibicidn, se tiene que hacer la correccion de 7 al valor de 7 correspondiente al estado con
saturacion igual al dltimo valor de saturacion y que se halla en la curva de drenaje o imbibicion

seglin corresponda.

5.2.1. Determinacion de Flujo en Frontera

El flujo en una frontera de una celda se determina a partir de la solucién del Problema
de Riemann local (la discontinuidad se presenta en la frontera comin entre dos celdas) con

condiciones iniciales:

(Sp,mr) para z < Zgonteras

(5, M=o =

(SR> 7TR) para 2 > Zfrontera-

Las soluciones se Riemann pueden ser distintos tipos de ondas (ondas de choque, ondas
estacionarias, ondas de rarefaccion, o un conjunto de éstas) dependiendo de los estados de las

celdas a la izquierda L y a la derecha R de una frontera, especificamente de la localizacion de
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estos estados en el plano F' — S. Por tanto, se necesita de un método que permita determinar la
solucion cualesquiera sean los valores de los estados L y 2. El método utilizado para determinar
la solucién de Riemann correcta dados dos estados L y R cualesquiera estd basado en el método
empleado en [7, 6]. Se divide la regién de scanning €2 en un tipo de subregiones denominadas
L-Regiones y en otro tipo de subregiones denominadas R-Regiones. Este ultimo conjunto de
subregiones depende de cada L-Region, es decir, cada L-Regién determina un conjunto de R-
Regiones. A cada par L-Region - R-Region le corresponde una solucidn con una determinada
forma, asi, para determinar la solucidn correspondiente a los estados L y R basta con determinar

en qué L-Region y en qué R-Regién caen los estados L y R respectivamente.

A continuacién se hace un andlisis de las soluciones de Riemann segtin la ubicacion de los
estados L'y R en el plano F' — S'y se describe el método de division de la regién scanning en

L-Regiones y [?-Regiones para la determinacion de las soluciones de Riemann.

Soluciones de Riemann cuando L y R se encuentran sobre las curvas de imbibicion o dre-

naje

Cuando L y R estan situados en la curva de imbibicion (drenaje) se tiene un flujo de im-
bibicién (drenaje). Puesto que en el flujo de imbibicién (drenaje) la saturacion se incrementa
(decrementa) con el tiempo, o sea, 9;S > 0 (9;S < 0), una onda de rarefaccion se caracteriza
por una velocidad A\ = 9sF?(S) que se incrementa de forma continua y monétona desde Sy,
a Sg. Adicionalmente, una onda de choque con velocidad o satisface la condicién Rankine-

Hugoniot (RH):

__ Fi(Sp) = Fi(Sy)
T

J=1td; (5.4)
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es mds, el choque tiene que satisfacer la condicién de entropia de Oleinik para ecuaciones esca-
lares. Por tanto, secuencias admisibles de ondas de choque y rarefaccion pueden ser construidas

graficamente usando el casco concavo o convexo de las curvas de flujo, de acuerdo con [14].

Habiamos dicho que las curvas de imbibion y drenaje eran curvas orientadas. Ahora deter-
minaremos el sentido del flujo sobre las curvas de imbibicién y drenaje. Sea, Sy la saturacion
que maximiza F(S) (U := {(Sy, Fy) : Fy = max(F*(S)) para 0 < S < 1}). Como
en una imbibicion (drenaje) 9,5 > 0(9,S < 0), la orientacion del flujo de imibicion (drenaje)
serd aquella para la que se cumplan las siguientes condiciones, Sy < S, < Sgo Sg < 5. < Sy
(Sy < Sk < 5L 0SL < Sg < Sp). Enla Figura 5.7 se muestra un choque que satisface estas
condiciones, podemos ver en la Figura 5.8 que se cumple 0,5 > 0, yaque S(z1,t1) < S(z1,12).
Para otros casos como Sy < Sp < Sr, S, < Sp < Sy (Sy < S;, < Sp, Sgp < S, < 8y
para drenaje), S; < Sy < Sg,y Sg < Sy < S la solucién de Riemann debe contener ondas
scanning; de lo contrario 0;S seria negativa y consecuentemente la solucion no podria estar en

la curva de imbibicidn.

Soluciones de Riemann cuando L y R se encuentran dentro de la Region de scanning y sélo

se tienen flujos de scanning

La condicién de Rankine-Hugoniot para este caso es:

F(SR,’YTR)—F<SL,7TR)ZO'(SR—SL) (55)

0—0=o0(mg —mr) (5.6)

Estas ecuaciones son satisfechas por dos clases de discontinuidades. La primera es un cho-
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Figura 5.7: Sentido del flujo sobre las curvas de imbibicion y drenaje. Fuente: Elaboracion

propia

Sr

SL

z, z

SR

t

SL

z, z

Figura 5.8: Choque Negativo. Fuente: Elaboracién propia.

que con velocidad 0 = (F(Sg,7mr) — F(SL,mr))/(Sg — SL) y donde 7 es constante, esto
es, m = m; = mg. La segunda clase de discontinuidad es una discontinuidad estacionaria con

velocidad o = 0 y la funcién flujo constante; genéricamente en estas se cumplen 7r # 77 y

Sy, # Sk.
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x 10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.9: Flujos de Scanning. Fuente: Elaboracion propia.

Las soluciones para el flujo de scanning pueden consistir en una onda de choque, una onda
de rarefaccion, o una onda estacionaria junto con una de choque o con una de rarefaccion.
Algunos casos simples se muestran en la Figura 5.9. Existen casos en los que se tiene una mayor
complejidad para determinar la solucion de Riemann, como los que se dan cuando las curvas de
scanning presentan un maximo en la regién {2 y no hay interaccioén con las curvas de drenaje o
de imbibicion. En estos casos el Problema de Riemann presenta multiplicidad de soluciones, por
consiguiente, tenemos que tomar deciciones para obtener las soluciones fisicamente apropiadas,
para clasificar las soluciones de Riemann elegidas, analizamos la regioén abcd de la Figura (5.9).
Esta region es ampliada en las Figuras 5.10(a) y 5.10(b). La curva QQ4Q); es el conjunto de

estados Q) = (S5, F'(S, 7)) en 2 donde la saturacién S maximiza F'(S, 7) para cada 7, o sea,

QaQi :=1{Q = (S, F(S,m)) € Q|0sF (S, ) =0,Vr} (5.7
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La region abcd se divide en R-regiones. A cada R-region le corresponde una determinada
una solucion, es decir, la forma de la solucién varia de acuerdo a la RR-region en la que se
encuentre el estado R, y para dos estados R distintos que caigan en la misma R-regién las
soluciones correspondientes aunque no sean cuantitativamente iguales, lo serdn en su forma

(por ejemplo ambas soluciones estarian compuestas por una onda estacionaria y un choque).

Qi
R1
S Cd
-
-
’f
Iy~ L,
o - gy
ra(+ == ho) s
t S=
R3 st

Qd

(a)

Qd

(b)

Figura 5.10: R-Regiones y sus soluciones en caso de flujo de scanning cuando: (a) L estd a la

izquierda de (Q4Q);, (b) L esta a la derecha de (Q,;Q);. Fuente: Elaboracién propia.
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En las figuras 5.10(a) y 5.10(b) se muestran las R-regiones y las soluciones de Riemann
asociadas para los estados izquierdos Ly y Ly que yacen en lados opuestos de la curva (Q;Q);.
Todas las soluciones se hallan resumidas en la Tabla 5.2; las ondas estan ordenadas de menor
a mayor velocidad. La nomenclatura a utilizar para describir las soluciones es la siguiente: de
acuerdo al tipo de onda que se da entre un estado izquierdo (£) y uno derecho (Eg) se escri-

Tipo de onda

bird E}, E'r. Asi, 1a solucién compuesta por un choque estacionario L, /; conectando

los estados L; e I; y un choque con velocidad positiva [ [?; conectando los estados [; y R; se

h(+
representa por L, =L SLQ R;.

. . . . . . . . . )
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
saturacion

Figura 5.11: Flujo Efectivo para casos en que los estados caigan en curvas distintas. Fuente:

Elaboracién propia.

Soluciones de Riemann cuando L y R no estan sobre la misma curva y se tiene mas de un

tipo de flujo

La solucion para el caso en el que se tiene un estado en una curva scanning y otro en la

curva drenaje (imbibicion) se obtiene del flujo efectivo L1 R (Figura 5.11), siendo [ el estado
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TABLA 5.1: Soluciones de Riemann cuando hay méximos en las curvas de scanning y no hay

interaccion con las curvas de drenaje e imbibicion

Soluciones de Riemann para L1, Fig. (5.10(a))

st

sty ]1 sh(+)

L1 — R1

L™ 4 R,

L, "5 =L @, "% R,

Ly =5 1 " R,

Soluciones de Riemann para Lo, Fig.(5.10(b))

L, ™S 1, =% Ry

L, Y 1, =4 R

L, 5 g, =L 1, MY R,

ra(+)

LQTKQQQS—t>[4—>R8

L, "5 1, =4 @, "% R,

Fuente: Elaboracion propia

intermedio resultante de la interseccion de la curva scanning con la curva drenaje usando el
método de curva concava o convexa. La interaccion de las ondas L/ e [ R produce un choque

LR con velocidad:

o — Fd(SR) — F(SL,WL)

5.8
S5, : (5.8)

puesto que la rarefaccion L/ tiene una velocidad mayor que el choque I R.
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Método de determinacion de soluciones de Riemann para cualesquiera sean los valores de

los estados L y R

La determinacién de la solucién de Riemann correspondiente a los estados L y R dados
se reduce a determinar en que L-Regién y R-Regién caen L y R, ya que para cada punto L
dado, todos los estados I? que caigan en una misma [R-Region determinan soluciones iguales

(en cuanto a la forma de la solucién).

A continuacién definimos a los puntos y curvas importantes que determinan a las L-Regiones
y R-Regiones para los casos en que L y R no estdn sobre la misma curva y se tiene mas de un

tipo de flujo:
Primeramente definiremos las curvas de drenaje e imbibicion por:
dr ={(S,F) € R*|F = FY(S)} e im = {(S,F) € R}|F = F'(S)}. (5.9)
y la region de scanning €2 por 2 = Q,, U (), donde:
Q= {(S,F) e R|F'(S) < F < FU(S)} y (5.10)
Qy = {(S,F) € R2|F(S) < F < F'(9)}. (5.11)
Trazando la curva de scanning que pasa por el punto (J; (maximo de la curva scanning que
yace en la curva de imbibicién) hallamos el punto J en la interseccion de ésta curva con la curva
de drenaje. El punto P se obtiene de la interseccion de la curva de scanning que pasa por (04
con la de imbibicién. El punto M = (Sy, F)y) es el punto maximo de la curva de drenaje, o

sea, 0sF4(Sy) = 0,0 < Sy < 1y Fay = F4(Sy). El punto N = (Sy, Fiy) es el punto de la

curva de imbibicion con el mismo valor de © que M. El punto M; se obtiene de la interseccion
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de la recta horizontal que pasa por M y la curva de imbibicién cuando Sy, > S)ys. El punto
H = (Sy, Fy), es el punto de interseccién de la recta horizontal que pasa por M con la curva
de imbibicién cuando Sy < Sy, 0 seaen H se tiene Fy = F(Sy) = F(Sy). Los puntos X
y X se definen como los puntos de interseccion de las curvas de drenaje e imbibiciénen S = 0
y S = 1, respectivamente. El punto X = (S, F'x) es la interseccion de las curvas de drenaje
e imbibicion que divide a la regién de scanning en las regiones ), y €2, asi el valor de Sx se
obtiene de F%(Sx) — F*(Sx) = O enelintervalo 0 < Sy < 1. En caso de que esta interseccién
ocurra solamenteen S = 0oen S =1ynoen( < Sx < 1, se toma Sx = 0si F'4(S) < F¥(9)
en0 < S <1(X=2X,)ySx=1siFS)> Fi(S) en el mismo intervalo (X = X ). Luego,
Fx es dado por Fx = F?(Sy). El valor de 7 del punto Y = (Sy, Fs, ) es igual a la saturacién
del punto X, asi Sy = S%(Sx). La curva de scanning U,U; tiene el punto U; = (Sy,, F*(Sy,))

determinado por la solucion de
8§F1(SUZ) =0, donde SUi < Sx (5.12)

y el punto U, determinado por la interseccion de la curva de drenaje con la curva de scanning

que pasa por el punto U;.

Definimos algunos puntos relativos al punto L. = (Sp, F7). Los puntos £ = (Sg, Fg) y
K = (Sk, Fk) tienen el mismo valor del flujo del punto L (Fg = Fy = Fp) y estdn o en la
curva de imbibicion o en la de drenaje, cuando sea necesario se indicard con un subindice (i, d)
la posicién de esos puntos (F;, Ey, K; y K4). Los puntos C'y S estdn en el drenaje y en la
misma curva de scanning de F; y K;, o sea, ¢ = g, y Ts = Tg,. El punto D esta en la curva
de imbibicién y en la misma curva scanning del punto K, (7p = 7k, ). Las intersecciones de

la curva scanning de L con las curvas de imbibicion y drenaje son L; y L, respectivamente. El
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punto Q) = (S, Fp) es la interseccion de la recta horizontal que pasa por Ly y la curva Q,Q);.

La curva 4V se define por QqV = {W € Qy|W = (S, +2(Sq — Sq,,), F1,),VLa € dr}.

x10°

L-Region A

I L-Region E\

1 1 1 1 1 1 1 J
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
saturacion

Figura 5.12: L-Regiones. Fuente: Elaboracion propia

Las L-Regiones (Fig. 5.12) estan definidas como:
A:={(S,F) € QylSq, < S<1yF < F(Smq,)}
B :={(S,F) e Q|Su<S<SpyF(Smg,) <F<F{Sy)}
C:={(5F)eQ0<S<1yFi(Sy)<F}
D:={(S,F) € QlSx <S<SyyF(Sx) <F < FYSy)}
E :=Q,

En este trabajo, para representar el segmento de recta y las curvas de scanning, drenaje e
imbibicién que pasan por dos puntos, por ejemplo A y B, utilizamos la notacion AB, (AB)*,

(AB)d’", (AB)”", respectivamente. Usaremos sh, ra y st, para representar a las ondas de cho-
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que, de rarefaccidn, y estacionaria, respectivamente; ademas de ésto, se acompanard a sh 'y ra
con un signo (+) o (-) para indicar si es un choque (rarefaccion) positivo(a) o negativa(a). En
los graficos F' x S, las ondas de choque y las ondas estacionarias son representadas por lineas

discontinuas y las de rarefaccion por lineas sélidas.

A continuacién definimos las R-Regiones de cada L-Regién junto con las soluciones aso-

ciadas a cada par L-Region - R-Region.
Caso L-Region A: Dividimos 2 en 7 sub-regiones de R para L = (S, F/(SL, 7)) € A:
Rl := {(S, F) en laregién envuelta por (X Qq)", Q4V, (VX;)™}
R = {(S, F) en la regién envuelta por (Q4B)", (TG)*, (GV)™, Q4V
RHT .= {(S, F) en la regién envuelta por (BM)™ (M N)*¢ (NG)™, (GT)*}
RLV .= {(S, F) en la regién envuelta por (M H, (HN)™ (NM)*}
RY = {(S, F) en la regién envuelta por (X H)™ HM, (M X)%¥ y por (Y X)¥ (XY)*}
RY! :={(S, F) en la regién envuelta por (U;Y )%, (Y X )¢, (X U;)™(U;Uy)*}

RYT .= {(S,, F) en la regién envuelta por (XoUy)?", (UgU;)*, (U; Xo)™}

En las Figuras 5.13(a) y 5.13(b) se puede ver como ciertas R-Regiones van apareciendo y
desapareciendo de acuerdo al valor de la velocidad total u (la distancia de X al eje horizontal
es funcién de u). En la Figura 5.13(a) se tienen las R-Regiones R’ y RY! mientras que en
la Figura 5.13(b) no. Cabe destacar que lo mismo ocurre con las demds L-Regiones, es decir,

ciertas R-Regiones aparecen y desaparecen segun el valor de la velocidad total u.
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Figura 5.13: R-Regiones correspondientes a la L-Regién A. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.14: Solucién para L € Ay R € R.. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.15: Solucién para L € Ay R € R!!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.16: Solucién para L € Ay R € RL!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.17: Solucién para L € Ay R € RY. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.18: Solucién para L € Ay R € RY. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.19: Solucién para L € Ay R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.20: Solucién para L € Ay R € RY!L. Fuente: Elaboracién propia.
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Caso B: Dividimos €2 en 9 sub-regiones de R para L = (S, F(Sp, 7)) € B :

RL = {(S, F) en la regién envuelta por (X Q)% , QuQr, (QrL;)*, (L; X )™}
RE .= {(S, F) en la regién envuelta por (QuLq)®, (LaQ1)*, QLQq}

RIBI(b) .= {(S, F) en la region envuelta por (JLy)™, (LaL;)*, (L;Q;)™, (Q;J)*}
RHT .= {(S, F) en la regi6n envuelta por (L;V)*, V.V, (V L;)™}

RHT .= {(S, F) en la regién envuelta por (L;Vy)*¢, VLV, (V L;)™}

REY .= {(S, F) en la regién envuelta por (Vi Lq)*, (LqB)¥, (BG)*¢, (GV)™ V'V, }
RY, := {(S, F) en la regién envuelta por (BM)¥ (M N)*¢ (NG)™, (GB)*}

R} = {(S, F) enlaregién envuelta por M H, (HN)™, (NM)*°}

RYLM .= {(S, F) en laregién envuelta por (X H)™ MH,(MX)% y por (Y X)¥ (XY)*}
RYMT .= {(S, F) en la regién envuelta por (U;Y)?", (Y X)*¢, (X U;)™(U;Uq)*¢}
REY := {(S, F) en la region envuelta por (XoUy)®, (UgU;)*¢, (U; Xo)™}

En las Figuras 5.21(a) y 5.21(b) se puede apreciar que, para la L-Regién B, desaparecen
y aparecen ciertas R-Regiones de acuerdo a la posicion del punto L ademds del valor de la
velocidad. En la Figura 5.21(a) se tienen las R-Regiones R5 ® y RY/T pero no se tiene la R-
Region RE!, sin embargo en la Figura 5.21(b) se tiene la R-Regién RE! pero no se tienen las

R-Regiones R y RYIIT.
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Figura 5.21: R-Regiones correspondientes a la L-Regién B. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.22: Solucién para . € By R € RL. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.23: Solucién para L € By R € Rﬁ(“). Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.24: Solucién para L € By R € RIBI(b). Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.25: Solucién para L € By R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.26: Solucién para L € By R € RL’. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.27: Solucién para L € By R € RY. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.28: Solucién para L € By R € R%’. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.29: Solucién para L € By R € R4 Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.30: Solucién para L € By R € R%"!. Fuente: Elaboraci6n propia.
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Figura 5.31: Solucién para L € By R € REX. Fuente: Elaboracién propia.
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Caso C: Dividimos €2 en 9 sub-regiones de R para L = (S, F/(Sp, 7)) € C':
RL := {(S, F) en la regién envuelta por (X;Qq)¥", QuaQ;, (Q: X )™}

RY .= {(S, F) en laregién envuelta por (Qq.J))%", (JQ;)*, Q:Qa}

RHT := {(S, F) en la regién envuelta por (JS)¥ | (SK;)*, (K;Q;)™, (Q:J)*}

RE :={(S, F) en la regién envuelta por K;E;, (E;K;)™}

RY, :={(S, F) en laregi6n envuelta por (CEi)*, E; K;, (K;S)*, (SC)}

RY! :={(S, F) en la regién envuelta por (X E;)™, (E;C)*, (CX)%}

RV .= {(S, F) en la regién envuelta por (Y X )% (XY')*}

RV .= {(S, F) en la regi6n envuelta por (U,Y)%", (Y X)*¢, (X U,)™, (U;Uy)*}

REY := {(S, F) en la region envuelta por (X,Uy)®, (UgU;)%¢, (U; Xo)™}
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Figura 5.32: R-Regiones correspondientes a la L-Regién C. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.33: Solucién para L € C'y R € RL. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.34: Solucién para L € C'y R € RY . Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.35: Solucién para L € C'y R € RH'. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.36: Solucién para L € C'y R € RLY. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.37: Solucién para L € C'y R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.38: Solucién para L € C'y R € RY%!. Fuente: Elaboraci6n propia.
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Figura 5.39: Solucién para L € C'y R € R/, Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.40: Solucién para L € C'y R € RY!!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.41: Solucién para L € C'y R € R5X. Fuente: Elaboracién propia.
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Para algunos estados L que caen dentro de la L-Regién D el punto ()7 (interseccion de la
curva 4@, con la curva E; K;) cae dentro de la region de scanning, y para otros () cae fuera de
la region de scanning. Las R-Regiones para ambos casos son similares en su mayoria, pero en
el segundo caso se tienen dos R-Regiones mds que en el primer caso. Asi, podemos considerar
que la L-Region D se halla dividida en dos L-Regiones mas pequefias denomindadas L-Region
D1y L-Regién D2. La L-Region D1 representa a los estados L para los que ()1 cae dentro de
la region de scanning y la L-Region D2 representa a los estados L para los que ()7 cae fuera de

la regién de scanning.
Caso D1: Dividimos €2 en 9 sub-regiones de R para L = (S, F'(Sp, 7)) € D1 :
RL, = {(S, F) en laregién envuelta por (X;Qq)%", QuTg, ToK;, (K;X;)™}
R .= {(S, F) en laregi6n envuelta por (QuE,)™, E4Tg, ToQa}

RHI .= {(S, F) en la regién envuelta por (E,M)% MM, (M;K;)™, K;E;}

RE] = {(S, F) en la regién envuelta por (M K)% (KqD)*¢, (DM;)™, M;M}
RY, := {(S, F) en la regién envuelta por (K4E;), (E;D)™, (DK 4)*}
RYT:={(S, F) en laregi6n envuelta por (X E;)*, E; K4, (KqX)¥}

RYIT .= {(S, F) en la regién envuelta por (X E;)™, (E; X)*}

RYHI .= (S, F) en la regi6n envuelta por (Y X)% (XY)*}

REY := {(S, F) en la regién envuelta por (U;Y)%, (Y X )% (XU;)™, (U;Uy)*}

R¥, == {(S, F) en laregién envuelta por (XoUy)™, (UU;)%, (U; Xo)™™}
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Figura 5.42: R-Regiones correspondientes a la L-Region D1. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.43: Solucién para L € D1y R € RL,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.44: Solucién para L € D1y R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.45: Solucién para L € D1y R € RH!
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Figura 5.46: Solucién para L € D1y R € RL)/. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.47: Solucién para L € D1y R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.48: Solucién para L € D1y R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.49: Solucién para L € D1y R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.50: Solucién para L € D1y R € R}!!. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.51: Solucién para L € D1y R € R, Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.52: Solucién para L € D1y R € R3,. Fuente: Elaboracion propia.
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Caso D2: Dividimos €2 en 12 sub-regiones de R para L = (S, F'(Sp, 7)) € D2 :

RE, :={(S, F) en la regién envuelta por (X ;Qq)"", QuQ;, (Q; X )™}

RY, .= {(S, F) en laregién envuelta por (QgJ)%", (JQ;)*¢, (Q:;Qa}
RHI .= {(S, F) en la regién envuelta por (JS)¥ (SK;)%*, (K;Q;)™, (Q;J)*}

RE, = {(S, F) en la regién envuelta por (SE,)™, E,K;, (K;S9)*}

RY, := {(S, F) en la regi6n envuelta por (E; M) MM;, (M;K;)™, K;E;}

RY! .= {(S, F) en la regién envuelta por (M K)% (KqD)*¢, (DM;)™, M;M}
RYI = {(S, F) en la regién envuelta por (E; D)™, (DK4)*, K4E;}

RYHMT .= {(S, F) en la regién envuelta por (X E;)*¢, E; Ky, (K4X )}

RES := {(S, F) en la region envuelta por (X E;)™, (E; X )*}

RE, = {(S, F) en la regién envuelta por (Y X )% (XY}

R¥L:={(S, F) enlaregién envuelta por (U;Y)%, (Y X)*, (XU;)™, (U;Uy)*}

REI = {(S, F) en laregién envuelta por (XoUy)¥", (UyU;)%, (U; Xo)™}
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Figura 5.53: R-Regiones correspondientes a la L-Regién D2. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.54: Solucién para L € D2y R € R1L,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.55: Solucién para L € D2y R € RL,. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.56: Solucién para L € D2y R € RII. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.57: Solucién para L € D2y R € RL,. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.58: Solucién para L € D2y R € RY,. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.59: Solucién para L € D2y R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.60: Solucién para L € D2y R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Ingenieria Electrénica
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Figura 5.61: Solucién para L € D2y R € R} 1. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.62: Solucién para L € D2y R € RY. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.63: Solucién para L € D2y R € R3,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.64: Solucién para L € D2y R € R3!. Fuente: Elaboraci6n propia.
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Figura 5.65: Solucién para L € D2y R € R31!. Fuente: Elaboracion propia.
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Caso E: Dividimos €2 en 4 sub-regiones de R para L = (S, F/(SL, 7)) € E :
RL :={(S,F) € Q|F > F1,S > Sa(F)}
RE = {(S,F) € QIF > Fp,S > Sa(F)}

RHT .= {(S, F) en la region envuelta por (SEy)?", (E4K;), (K;C)*}

REY := {(S, F) en la regién envuelta por (XoC)?¥", (CK;)%*, (K;X,)™}

x107°
121
1+ X,
1l
RE\
0.8F I
RE
i}
S 06
L
1
R
041 E
K
E
1
v
0.21RZ
X
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Figura 5.66: R-Regiones correspondientes a la L-Regién E. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5.67: Solucién para L € F'y R € RZL. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.68: Solucién para L € F'y R € R . Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.69: Solucién para L € E'y R € RE!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5.70: Solucién para L € E'y R € RLY. Fuente: Elaboracién propia.
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F=F,,

F=Fg
L sht) |, sh() R
F=F, Fi=Fy,

Figura 5.71: Solucién de Riemann representada por sus caracteristicas. Fuente: Elaboracion

propia.

Determinacion de flujo en frontera a partir de las soluciones de Riemann

Habiamos mencionado anteriormente que las soluciones de Riemann pueden representarse
en un plano z-t a través de sus curvas caracteristicas. Las caracteristicas de las ondas de choque,
rarefaccion y estacionaria determinan (en el plano z-t) regiones con saturacion y 7 constante,
y como el flujo depende de la saturacién y de 7, también determinan regiones de flujo cons-
tante; las caracteristicas de las ondas de rarefaccion ademds de regiones con saturacion y flujo
constante determinan regiones donde la saturacion y el flujo varian continuamente. De acuerdo
a esta forma de representar las soluciones (seglin sus caracteristicas), el método para obtener
el valor del flujo en una frontera consiste en determinar en qué region, determinada por las

caracteristicas, cae la frontera en cuestion.

Enla Figura 5.71, observamos una solucién de Riemann representada por sus caracteristicas.
La recta a la izquierda de la frontera (la frontera representada por el eje t) representa una onda
de choque negativa sh(-), negativa porque viaja hacia la izquierda, y la que esta a la derecha de
la frontera representa una onda de choque positiva sh(+), positiva porque viaja hacia la derecha.

Estas rectas delimitan regiones de flujo constante. Asi, como la frontera cae en la region de flujo
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constante F7,, el flujo en la frontera es F'# = F},.

A continuacion presentamos los flujos en las fronteras para cada para cada combinacién de

L-Regién y R-Regidn:

F=F,=Fr | F=Fg
L Sh(-! |1 st

F#=Fg

F=F,

Figura 5.72: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € Ay R € R/, Fuente: Elaboracién propia.

F=F,

F=Fr
L Sh(-! |2 Sh(+ R

F=F, F4=Fy,

Figura 5.73: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € Ay R € R!!. Fuente: Elaboracién propia.
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L sh) T Q) | sy R
F#=F,,

Figura 5.74: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € Ay R € R%!. Fuente: Elaboracién propia.

L shHT ra(-) M st s sh(+) R
H#—
F#=Fy

Figura 5.75: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € Ay R € RY. Fuente: Elaboraci6n propia.
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t

F=Fu
F=F /

F=Fyg o
L sh(]-r ra(-) M st I ra(+) R
= F#:F
=R F=Fg M
V4

Figura 5.76: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € Ay R € RY,. Fuente: Elaboracion propia.

t
F=Fm
F=F+ 2
F=Fy L3O, ¢ w0,y sty @), g
F:FL “ Z F#:FM
“x:}u“m . ;/ 7 F:FR
4

Figura 5.77: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € Ay R € RY!. Fuente: Elaboraci6n propia.
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1

F:FM
F=Fy 2

F=F4 - L3O, 1 rah) g sty 2, ), sh), g
/ ?4 \1
F: FL ‘ / F#= FM
“““I‘\‘tp "'7/ F= FR
4

Figura 5.78: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € Ay R € RY!!. Fuente: Elaboracién propia.

F=F,=Fr | F=Fg
L Sh(-! |1 st R
F#=Fq

F=F,

Figura 5.79: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € By R € RL. Fuente: Elaboracién propia.
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F=F, .
'R

LShQ |, ratt)

F=F
- F*=F,

Figura 5.80: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espaciopara L € By R € RIBI(G). Fuente: Elaboracion propia.

L sh() I, st | Qg ra(+), R

F#=Fag

Figura 5.81: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espaciopara L € By R € Rg(b). Fuente: Elaboracion propia.
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F=F,:=Fg F=Fg

L sh) |, _st, R
F=F, F#=Fg

Figura 5.82: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € By R € RY’. Fuente: Elaboracién propia.

F=Ff
“I F=Fq
L sh} |, shty) R
F=F, F=F,,

Figura 5.83: Caracteristicas de las ondas Saturacién y valores de flujos en las diferentes regio-

nes del espacio para L € By R € RE . Fuente: Elaboracién propia.
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L shQ) 1 _ra) | sh(+} R
F#=Fp

Figura 5.84: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € By R € RY. Fuente: Elaboracién propia.

L3O, ¢ @b,y sty rat), | sh(+), o

F#=Fy

Figura 5.85: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € By R € R}’. Fuente: Elaboracion propia.
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t
F=F FFm
F=F|7 L —sht) y_rat)  py_st I, ), g
_ F#=Fu
F=F, / Fr
4

Figura 5.86: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € By R € RY%'!. Fuente: Elaboracién propia.

t
E=Fu
F=F; 4
F=Fy
F=F, \ , LSO ), st @), o
F=Fgr F#=Fu
V4

Figura 5.87: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € By R € R5"!. Fuente: Elaboracién propia.
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1
F=Fp
F=Fy y
F=Fy F=F,,
F=F_ LSO, rel) sty m@E), | sh) o
V2 F=FR F#:FM
V4

Figura 5.88: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € By R € RL*. Fuente: Elaboracién propia.

F=F,,=Fg F=Fg

L sh) |, st R

F=F, F#=Fpq

Figura 5.89: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € RL. Fuente: Elaboracién propia.
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F=Fg

L Sh() 1, st | Qp ra(+), R

F#=F o

Figura 5.90: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € RY. Fuente: Elaboracién propia.

LShQ |, rat) p
F#=F,

Figura 5.91: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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F=F,,

F=F, F=Fg L St , s R
F#=F,

Figura 5.92: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € RY’. Fuente: Elaboracién propia.

F=Fis

Ls_t, Isﬁ(i),R

F=F, F=F,

Figura 5.93: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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1
F=Fe,
Q//Q\%
F=FL=FEi L S_t’ Ei @, |6 @(i)., R
F#=F,
F=Fr
z

Figura 5.94: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € R},!. Fuente: Elaboracién propia.

t
F=Fe,
Q//Q\’\
F=F,=F, L st, E ra), Iz ra+), R
F#=F,
F=Fg
z

Figura 5.95: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € R}.'!. Fuente: Elaboracién propia.
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F=Fe,
t B +
F=F,=Fg, L St, E ra), R
F#=F,
F=Fg
z

Figura 5.96: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € R},'!!. Fuente: Elaboracién propia.

i
F=Fg F=Fy
- L St, E ra), lg sh(+) R
F=F,
F#=F_
F=Fr
Z

Figura 5.97: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € C'y R € R5*. Fuente: Elaboracion propia.
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F=F\,=Fg F=Fg

L shG) |, _st, R

F=F
) F#=Fpq

Figura 5.98: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € D'y R € R, Fuente: Elaboracién propia.

L Sh) I, st | Qg ra(+), R

F#=Fag

Figura 5.99: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes re-

giones del espacio para L € D1y R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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|_ st Kd Sh("'! |3 ra(+! R
F#=F,

F=F,

Figura 5.100: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D1y R € R Fuente: Elaboracién propia.

t
F=Fy,
F=F F=Fiq
L
L St, Kq sht+) I, sh(+) R
F#=F,
F=Fq
Z

Figura 5.101: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D1y R € RL. Fuente: Elaboracién propia.
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F=F
F=Fy N L st ls she) R
F#=F,
F=Fg
Z

Figura 5.102: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D1y R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.

t
L St,lg rat), R
_ F=Fs
F F|_ F#:FL
F=Fgr
V4

Figura 5.103: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D1y R € R}!. Fuente: Elaboracién propia.
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t
F=Fg. =<
F=FL ' | L0, p ot s R
F#=F,
F=Fg
z

Figura 5.104: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D1y R € R}!. Fuente: Elaboracién propia.

L St, E rat), lg ra(+), R
F#=F,

F=F,=F,

Figura 5.105: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D1y R € R}!!. Fuente: Elaboracién propia.
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F=F
L L st E ra®), R

F#=F,

Figura 5.106: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D1y R € RIY. Fuente: Elaboracién propia.

L St, E ra), Iy sh(+) R
F#=F,

Figura 5.107: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D1y R € R3,. Fuente: Elaboracién propia.
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F=F\,=Fg F=Fg

L Sh(-! |1 st R

F=F, —_—

Figura 5.108: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € RL,. Fuente: Elaboracién propia.

L sh() I, st | Qg ra(+), R

F#=F o

Figura 5.109: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € RL,. Fuente: Elaboracién propia.
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LShQ |, ratt)p
F#=F,

Figura 5.110: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € RHI. Fuente: Elaboracién propia.

t
Ty
U F=Fr
L3hQ|, rat) p
F=F, F#=F_

Figura 5.111: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € RL). Fuente: Elaboracién propia.
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| _st Kq sh(+) s _ra(t) R
F#=F_

F=F,

Figura 5.112: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.

t
F=Fy,
F=F "=Fie
'L
L St Kyq sh(*) lg sh(+) R
F#=F,
F=Fr
z

Figura 5.113: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € RY!. Fuente: Elaboracion propia.
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F=F, =i
L st, Iz sh(*) R
F#=F,
F=Fg
V4

Figura 5.114: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.

F=F, F=Fig L St,lg (), R
F#=F,
F=Fg
V4

Figura 5.115: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € R}}!. Fuente: Elaboracién propia.
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t
- F=Fe Z3 L S, H 1) |y sh() R
" F#=F,
F=Fr
V4

Figura 5.116: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € RLY. Fuente: Elaboracién propia.

L st Ei I'a(+) |10 ra!+l R
F#=F,

F=F =F,

Figura 5.117: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € R3,. Fuente: Elaboracion propia.
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F=F
L L st E ra®),Rr

F#=F,

Figura 5.118: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € R3!. Fuente: Elaboracién propia.

st | E ra(¥), ly, sh(+) R
F#=F,

Figura 5.119: Caracteristicas de la ondas de Saturacién y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € D2y R € R33!, Fuente: Elaboracién propia.
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t
F=F, L St, p, sht R
#=
Fr, F#=F,
F=Fr
V4

Figura 5.120: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € E'y R € RL. Fuente: Elaboracién propia.

t
F=F, L st |, sht) R
#—
F=F, PR
F=Fg
z

Figura 5.121: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € F'y R € RE . Fuente: Elaboracién propia.

Cristhian Colbes José Garay
131



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

t
F=F L St |, shtt) R
#—
Fer, F#=F,
F=Fg
V4

Figura 5.122: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € E'y R € RIJ]. Fuente: Elaboracién propia.

t
F=F, L St |, sht) R
#=
Fer, F#=F,
F=Fg
V4

Figura 5.123: Caracteristicas de la ondas de Saturacion y valores de flujos en las diferentes

regiones del espacio para L € E'y R € RL. Fuente: Elaboracién propia.
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Las soluciones para todos los casos posibles junto con sus respectivos flujos se resumen en

las siguentes tablas:

TABLA 5.2: Solucién de Riemann para L € A

RieR, |19 LR F(Sg, 7R)

Rye RY | L5 1, ™% R, F(S%(rp))
Rye RYT | LMY 0 MY g F(S%(ng))
Rie RY | LM S ap ot MY R, F(Sar, mar)
Rye RY | L2 ap =t 1,9 Ry F(Sar, mar)
R¢e RY | L gty R VNG S Ry F (S, mur)
Rre RV | LM 707G ap =t g ) 1M Rl F(Sar, )

Fuente: Elaboracion propia
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TABLA 5.3: Solucién de Riemann para L € B

RieR, LM 4R F(Sk, r)
II sh(— st ra(+)

RyeRY |L=5 1,5 Qr =5 R, F(Sq,mq)

Rye RUT | L5 1 2t Ry F(Sg, 7r)

RieRY | L™5 0™ R, (S (nz))

RyeRY, | LY 7S Y Ry FA(S(ng))

Rse RY | L2575 p =t 1M Ry F(Sas,mu)
VII sh(=) 7 ra(=) st ra(+)

R7€RB L —~T —M—1, — Ry F(SM,TFM>
VIIT sh(=) 7 ra(=) st ra(+)

Rs € Ry L — T — M — H — Ry F(Suy,mu)
Rye RV | L9 7S =t g™ 1) Ry | F(Sar, )
Fuente: Elaboracion propia
Cristhian Colbes José Garay
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TABLA 5.4: Solucién de Riemann para L € C

RieRL | LMY 4R F(Sg,mR)
RoeRY | L9 1, =% Q™ Ry | F(So, 7o)
Rye RUT | LG [, %) R, Fi(Si(nR))
RieRY | L5 ER, F(Sp,m1)
Rse RV | L5 1,9 R, F(Sp, )
ReeRY | L5 "™ 1, Ry | F(S,, )
Rre RV | L-L "™ YR | F(S,, 1)
Ry € RV | L =4 ™™ Ry F(Sp, )
Rye R | L5 p"™ 8 "N Ry | F(Sy, 1)

Fuente: Elaboracion propia
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TABLA 5.5: Solucién de Riemann para L € D1

RieRL, |0 4R F(Sg,mx)
RyeRH, | L ), =t Qr %) R, F(Sq,mq)
Rye RUL | L% kM0 ™% py | B(Sy, 1)
Rie RY | L4, MY R, F(Sp,mr)
RseRY, | L% 1"% R, F(Sp,m)
Rse RYI | L =% 1,9 Ry F(Sp,mr)
Rre RV | L =4 g, ™Y p | B(Sy,m)
Ry e RV | L =L g, 1. pe | B(Sy,m1)
Rye RIX | L% B, R, F(Sp, )
Ree RS, | L =5 B, 10" Ry | F(Sy, 1)

Fuente: Elaboracion propia
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TABLA 5.6: Solucién de Riemann para L. € D2

RieRL, |[LP9 1 4R F(Sp,m8)
Ry e R, | L L5 Qe Y R, F(Sq,mq)
Rye RUI | M9 1, gy F(Sp, 1)
RieRY, | L2571, %R, F(Sp, 1)
RseRY, | L% K, M1 YR | F(Sp,m)
Rse RYL | L =% K, %) Ry F(Sp, 1)
Rre RV | L5 2% R, F(Sp, )
Ry € RYIT | [ 25 1o %) R F(Sp, )
Rye R | L% B "™, Ry | F(Sy,m)
Roe RS, | L% B "% 10" Ry | F(Sp,m1)
RueR¥ | L% B9 R, F(Sp, )
Rioe RXI | L2 B, % 1, MY Ry | F(SL,m1)

Fuente: Elaboracion propia
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TABLA 5.7: Solucién de Riemann para L € E

Kd Sﬁ) Rl F(SL,T('L)

~—

st

RieRlL | L%

Roe RY | L5 K, Ry | F(Sy,71)

~—

Rye RU | L5 1, 2% Ry | F(Sy,71)

Ry ERBQ LS—t>Kd Sﬂ Ry F(SL,ﬂ'L)

~—

Fuente: Elaboracion propia

Para los casos en que no haya interaccion con las curvas de drenaje e imbibicidn y se tengan
maximos en las curva de scanning, las soluciones se determinan de acuerdo a las L-Regiones
y R-Regiones presentadas en las Figuras 5.10(a) y 5.10(b). Las soluciones para estos casos se

resumen en la Tabla 5.2.
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5.2.2. Extension del esquema numérico para el caso 2D

En el caso bidimiensional, en contraste con el caso unidimiensional, las velocidades en gene-
ral no son necesariamente paralelas, y las celdas tienen mas de dos fronteras. Para la resoluciéon
de las ecuaciones se utilizan dos clases de mallas, una denominada malla primaria y la otra
malla dual (Figura 5.124). La malla primaria se utiliza para calcular las velocidades de las fases
en todos los puntos del dominio espacial discreto, y la malla dual para calcular las saturaciones
en los centroides de los elementos de esta ultima malla. En la malla dual utilizada, los elemen-
tos (celdas) tienen forma de hexdgono, de manera que se tienen seis fronteras por celda. Esto
requiere el calculo de seis flujos, uno para cada frontera, por tanto el problema 2D implica un

mayor tiempo de computo.

Una vez que se tienen las velocidades de las fases en todos los nodos de la malla primaria, se
calculan las velocidades de fases en las intersecciones de las aristas de los elementos primarios
con las de los elementos duales; dichas velocidades seran utilizadas como dato en la ecuacion de
transporte para determinar las saturaciones. El flujo en cada frontera de celda no serd necesaria-
mente perpendicular a la frontera (Figura 5.125), no obstante, solamente los flujos normales a la
frontera contribuyen a la variacion de la saturacion, por ello, para derterminar estos flujos nor-
males, se hallan los versores normales salientes a cada frontera, se determinan las componentes
normales de la velocidades de fases para cada frontera al proyectar la velocidad de fase sobre el
versor normal correspondiente a dicha frontera y luego se utilizan estas componentes normales

para determinar el flujo normal en la frontera. Asi, la férmula de la etapa de prediccion queda
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extendida al caso 2D de la siguiente manera:
-8
n+l _ qQn #
St =87 =2 K (5.13)
i=1
donde es el flujo normal en la :-ésima frontera de la j-ésima celda.

La etapa de correccion para el caso bidimensional permanece igual a la del caso unidimen-

sional.

Figura 5.124: Mallas Primaria (lineas discontinuas) y Dual (lineas llenas). Fuente: Elaboraciéon

propia
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Figura 5.125: Celda para casos bidimensionales. Fuente: Elaboracién propia
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6.0.3. Funcion FlujoFronteraf

IMPLEMENTACION DEL SIMULADOR

CAPITULO 6

El médulo principal y el mas complejo dentro del algoritmo del simulador es el médulo

FlujoFronteraf, el cual se encarga de determinar en qué L-Region y en qué R-Region caen los

estados L y R de una frontera, y en base a estas regiones determina el flujo en esa frontera. El

algoritmo de la funcién FlujoFronteraf contiene las condiciones que tiene que reunir un estado

para pertenecer a una u otra region. Esta funcién recibe como datos de entrada los estados

izquierdo L(Sy,, 1) y derecho R(Sg, ) de la frontera, las velocidades de las fases (u,, y ug)y

la aceleracion gravitacional (g), y devuelve el valor del flujo en la frontera (Figura 4.7).

sL

L

A 4

sR

mR

uo

A 4

>

gravedad ,

FlujoFronteraf

F#

Figura 6.1: Bloque de la funcién FlujoFronteraf. Fuente: Elaboracién propia
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6.0.4. Algoritmo del Simulador

El algoritmo del simulador se puede apreciar en la Figura 6.2. En el bloque Carga de datos
se cargan los datos fisicos (permeabilidad absoluta, aceleracidn gravitacional, porosidad, dngulo
de inclinacion, etc.) y los datos de malla (tamafio de los intervalos de observacion espaciales
(xo,2¢)y (Y0, ys) y del intervalo de observacién temporal (o, t¢), nimero de sub-intervalos del
espacio de observacion (Nx, Ny), etc.). En el bloque Carga de C.I y C.F se cargan las condi-
ciones iniciales y las de contorno de la saturacion y de 7. En el bloque Calculo de velocidades
se calculan las velocidades en el espacio discreto; las velocidades se determinan resolviendo la
ecuacion de Laplace V.u = 0 mediante elementos finitos. El bloque Célculo de Flujos en las
fronteras calcula los flujos en todas las fronteras de celda utilizando la funcion FlujoFronteraf.
El bloque Célculo de saturaciéon y 7 implementa las etapas de prediccion y correccion del es-
quema numérico. El bloque de decisién Celcont < Nz % Ny representa la condicidn de que se
lleven a cabo los procesos de Calculo de flujos en las fronteras y Célculo de saturacion y 7 para
todas las celdas, incrementdndose el contador hasta cumplirse la condicién. El bloque de deci-
sion T'cont < Nt representa la condicion de realizar los célculos anteriores para los distintos

instantes que comprenden el tiempo de observacion.

La programacién e implementacion del simulador se llevé a cabo utilizando la herramienta
MATLAB. Asi también, se utiliz6 la herramienta auxiliar MAPLE en el célculo de los puntos
importantes que definen las L-Regiones y R-regiones para realizar operaciones algebraicas y

obtener expresiones analiticas que determinan los valores de saturacion y de 7 de dichos puntos.
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Carga de datos

l

Cargade C.ly C.F

&

i

Célculo de velocidades ‘

-

Célculo de Flujos en las
fronteras

l

Calculo de saturacién y nt

Figura 6.2: Algoritmo de simulacion. Fuente: Elaboracion propia
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CAPITULO 7

RESULTADOS EXPERIMENTALES

Las simulaciones en 1D y 2D se llevaron a cabo utilizando los siguientes datos fisicos:
permeabilidad absoluta x = 11,84 x 10~8cm? (11.84 Darcys), porosidad ¢ = 0,389, viscosidad
de la fase mojante y1,, = lcp, viscosidad de la fase no mojante 11, = 0,9cp , densidad de la fase
mojante p,, = 1g/cm3, densidad de la fase no mojante p, = 0,844¢/cm3. En cuanto a los datos

de malla, se utilizaron diferentes tamafios de mallas para capturar las ondas mas lentas.

7.1. Resultados para 1D

Con el propésito de validar los resultados obtenidos con el simulador, se utilizaron como
condiciones iniciales y de frontera solamente dos estados (dos valores de saturacién separados
por una discontinuidad, lo mismo para 7), ya que para estos casos se conocen las soluciones

analiticas del modelo, permitiendo comparar los resultados numéricos con los tedricos.

Cristhian Colbes José Garay
145



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

x107°
4r-

Flujo
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(a) Solucién del problema de Riemann
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~
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Figura 7.1: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € Ay

R € R!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.2: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € Ay

R € RI!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.3: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € Ay

R € R, Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.4: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € Ay

R € R Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.5: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € Ay

R € RY. Fuente: Elaboracién propia.

Cristhian Colbes José Garay
150



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

x107°

Flujo

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
saturacion

(a) Solucién del problema de Riemann

091

0.81

0.7r

saturacion

0.6

0.5

0.4r

(b) Resulado de la simulacion

Figura 7.6: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € Ay

R € RY!. Fuente: Elaboraci6n propia.
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Figura 7.7: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € Ay

R € RY!L. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.8: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € By

R € RL. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.9: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulaciéon para L € By

R e Rg(a) . Fuente: Elaboraciéon propia.
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Figura 7.10: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para . € By

R e Rg(b). Fuente: Elaboracion propia.

Cristhian Colbes
155

José Garay



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

Ingenieria Electrénica

saturacion

I Q,

L
0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85
saturacion

(a) Solucién del problema de Riemann

0.8

0.76

0.721

0.68

0.64

0.62
0

50 100 150

(b) Resulado de la simulacién

Figura 7.11: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € By

R € RY!. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.12: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € By

R € RY. Fuente: Elaboracién propia.

Cristhian Colbes

157

José Garay



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

x 10

3.5

Flujo

2.5

025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075
saturacion

(a) Solucién del problema de Riemann

0.6 T T T T T T T T T

0.58} b

0.56 7

0.54 b

0.52 i

0.5F B

saturacion

0.48} b

0.46 7

0.44} R

042 L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(b) Resulado de la simulacién

Figura 7.13: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € By

R € R},. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.14: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € By

R € RY%!. Fuente: Elaboraci6n propia.
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Figura 7.15: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € B'y

R € R%. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.16: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € By

R € R}M!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.19: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para . € C'y

R € RY . Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.20: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € C'y

R € RY'. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.21: Solucién

(b) Resulado de la simulacién

del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € C'y

R € RL. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.22: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para . € C'y

R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.23: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para . € C'y

R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.24: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € C'y

R € RYM. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.25: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € C'y

R € RYM! Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.26: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para . € C'y

R € REX. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.27: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D1y

R € RL,. Fuente: Elaboracién propia.
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(b) Resulado de la simulacion

Figura 7.28: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D1y

R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.29: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D1y

R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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(b) Resulado de la simulacién

Figura 7.30: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D1y

R € RE). Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.31: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D1y

R € RY,,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.32: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D1y

R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.33: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D1y

R € RY!!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.34: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D1y

R € RY!! Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.35: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D1y

R € RLY. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.36: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D1y

R € RF,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.37: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D2y

R € RL,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.38: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € RL,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.39: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € RY]. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.40: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € RY,.

Fuente: Elaboracién propia.

Cristhian Colbes

José Garay
185



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

x107°
aF

39r

Flujo

3.6

S

3.4r

Il Il Il Il Il
0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
saturacion

(a) Solucién del problema de Riemann

0.56 T T

N oo R |
0.52 B

0.48 d

Flujo

0.46 4

0.44 E

0.42 1
Kd
0.4r 1

0.38 : !
0 50 100 150

saturacion
(b) Resulado de la simulacién

Figura 7.41: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.42: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € RY!. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.43: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € RY!. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.44: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D2y

R € R}, Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.45: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € RLY. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.46: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € RY,. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.47: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacion para L € D2y

R € R¥Z. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.48: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € D2y

R € R¥I. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 7.49: Solucion del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € E'y

R € RL. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.50: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € E'y

R € R . Fuente: Elaboraci6n propia.
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Figura 7.51: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la simulacién para L € E'y

R € RY'. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 7.52: Solucién del Problema de Riemann y resultado de la

R € RLY. Fuente: Elaboraci6n propia.
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7.2. Resultados para 2D

Dado que no se cuenta con datos de experimentos de laboratorio para contrastar con los
resultados en 2D, para validar los resultados del simulador en los casos 2D, las simulaciones
llevadas a cabo se hicieron tomando la aceleracion gravitacional g = 0 y las velocidades cons-
tantes, horizontales y paralelas entre si en toda la malla; asi se llevo al caso equivalente 1D

(velocidades en una sola direccion).

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 7.53: Campo de Velocidades utilizado en la simulacién 2D. Fuente: Elaboracién propia.

Cada perfil resultante al cortar la superficie de la Figura 7.54 con un plano vertical (plano
saturacion-x) representa un caso 1D (por ejemplo el perfil de la Figura 7.55). Este resultado
corresponde a una solucidn tedrica 1D de onda estacionaria-onda de choque positiva, como

ocurre en los casos cuando g = 0.

Cristhian Colbes José Garay
198



Universidad Nacional de Asuncién

Trabajo Final de Grado

Facultad de Ingenieria
Ingenieria Electrénica

SIMULACION DE FLUJO BIFASICO CICLICO EN UN MEDIO POROSO HOMOGENEO

saturacion

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

02 .

20

Figura 7.54: Simulacién 2D. Saturaciones en toda la malla en un instante de tiempo. Fuente:

Elaboracion propia.
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Figura 7.55: Saturaciones en el medio de la malla en un instante de tiempo. Fuente: Elaboracién

propia.
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CAPITULO 8

ESQUEMA DE UN SISTEMA DE CONTROL DE ALMACENAMIENTO DE GAS

NATURAL

En el esquema de control de la Figura 8.1 podemos ver que el simulador actia como una
planta virtual. El controlador monitorea el volumen de gas a partir del perfil de saturacion (el
volumen almacenado puede calcularse a partir del perfil de saturacién, la porosidad). El contro-
lador determina si el volumen en el reservorio esta dentro del rango (minimo, maximo) o si la
presion en la entrada es la adecuada para extraer el volumen de gas necesario por dia (capacidad
de distribucién), y determina acciones de control de acuerdo a la condicién del reservorio, las
cuales van a los actuadores y estos ejecutan la accion de control sobre el sistema real. Al mismo
tiempo se envian al simulador sefiales de control equivalentes (condiciones de frontera) a una

determinada accion de control.

En la Figura 8.2 se puede apreciar el esquema de la Unidad de Control de Distribucion.
Esta unidad recibe como parametro de control el volumen de gas a extraer por dia. Entradas
adicionales son las condiciones fisicas en la boca de extraccion (presion, etc.), la saturacién y el
volumen actual del gas dentro del depdsito. Esta unidad contiene al simulador como uno de sus
componentes internos. El simulador realiza una simulacion para conocer el perfil de saturacion
luego de 24 horas de extraccion con las condiciones de frontera actuales. A partir del perfil de

saturacion resultante y la porosidad se calcula el volumen de gas en el interior del depdsito luego
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Figura 8.1: Esquema de un sistema de control de un depdsito de gas natural. Fuente: Elabora-

cién propia.
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Saturacién actua Qi de presion

Saturacion
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Volumen almacen
actual

Error de Volumen

Volumen de gas a extraerse por dia

Sefial de accion de
control

Figura 8.2: Esquema de la Unidad de Control de Distribucién. Fuente: Elaboracién propia.

de 24 horas (bloque Célculo de Volumen), luego se calcula la diferencia entre el volumen actual
y el volumen después de 24 horas para obtener el volumen extraido en un dia y esta diferencia
se compara con el volumen de gas a extraer por dia deseado (bloque Comparador de Volumen).

Si esta diferencia no coincide con el volumen que se desea extraer, se envia el error de volumen
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al bloque corrector de presion y este modifica el valor de la presion en el simulador con el
proposito de acercarse al volumen de gas extraido. Una vez que se obtienen las condiciones que
permiten extraer el volumen de gas deseado por dia, se envia una sefial de accion de control para
cambiar las condiciones fisicas actuales a las condiciones necesarias para la extraccion deseada.
Durante el proceso del calculo de las condiciones deseadas se considera que los procesos de

extraccion o inyeccion se detienen.
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CAPITULO 9

CONCLUSIONES

= De acuerdo a los resultados de las simulaciones, se pudo comprobar que los resulta-
dos numéricos concordaban con los resultados tedricos previstos, por tanto, el esquema
numérico, el método de determinacion de las soluciones de Riemann y asignacion de flu-

jos en las fronteras, y el algoritmo del simulador funcionan correctamente para los casos

1Dy 2D.

= Se pudo observar en las simulaciones que se necesita un procesador con gran capacidad de
procesamiento, especialmente en los casos 2D, para que la simulacion no lleve demasiado
tiempo. Los tiempos de simulacién obtenidos justifican la implementacién del simulador
en un lenguaje de programacién compilado como lenguaje C en vez de MATLAB, ya que
este ultimo es un lenguaje de programacion interpretado y por tanto mds lento a la hora

de ejecutar el algoritmo.

= El simulador bien puede utilizarse para disefiar un controlador de volumen de gas de
un depdsito de almacenamiento de gas natural subterrdneo, ya que puede ser utilizado
como observador de estado, o bien puede utilizarse para realizar un control predictivo o

adaptativo.
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TRABAJOS FUTUROS SUGERIDOS

Como trabajos futuros posibles se sugieren:

La extension la simulacidn a tres dimensiones.

m [a inclusidon de mas fases.

= [a mejora del tiempo de computo implementando el simulador en un lenguaje de progra-

macioén compilado (Ienguaje C).

= [La implementacién de un esquema de control para el sistema (sistema de control en lazo

cerrado).
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