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Limitaciones físicas y prácticas para incremento de la frecuencia 
de reloj de los procesadores 

http://www.intel.com Fuente:  



Motivación 
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Aumento de la demanda de capacidad de procesamiento 

El paradigma de ”Prueba y Error”, esta siendo reemplazado por el de 
”Simular y Analizar” 

Fuente: http://www.top500.org/lists/2010/06/performance_development 

El Laboratorio Nacional de Oak Ridge-USA (Opteron Six Core 2.6 GHz), 
224162 Núcleos, 1.75 petaflops 



Motivación 

Problema de Control Introducción Algoritmo Parareal Resultados Conclusión 

Fuente:  
 
https://computing.llnl.gov/ 
tutorials/parallel_comp/ 

Ejemplos de Simulaciones y Cálculos de Gran Escala  
en las Ciencias y la Ingeniería  

Atmosfera, la Tierra, el Medio Ambiente 

Biociencias, Biotecnología, Genética 

Química, Geología, sismología 

Ingeniería Mecánica 

Ingeniería Eléctrica, Microelectrónica 

Imágenes Médicas y Diagnósticos 

 



Fuente: http://www.cavs.msstate.edu/projects.php?id=14&rgid=3 

Motivación 

Simulación de Colisión de Automóviles 
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Modelo Físico Distribución de Temperatura 

Fuente: Elaboración Propia 

Control óptimo de la temperatura de una placa 
de circuitos electrónicos, presentado como TFG 
por Carlos Sauer en 2009 
 
3 x 2600 x 400 = 3120000 ecuaciones. 



Metodología 
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Fuente: Elaboración Propia 
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Memoria Compartida (Shared). 

Memoria Distribuida (Distributed). 

Hibrido (Shared/Distributed). 

Arquitectura Computacional distribuida 

Modelos de Programación 

 Memoria compartida. 

 Datos paralelos. 

 Pasos de mensajes. 

 Híbridos. 

Funcionamiento del MPI 

Fuente: Elaboración Propia 



Antecedentes 
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Maday, Turinici; A parareal in time procedure for the control of 
partial diferential equations. Numerical Analisis. 

2002  

2007  Schaerer, Mathew, Sarkis; Block iterative algorithms for the 
solution of parabolic optimal control problems. 

2009  Carlos Sauer; TFG: Circuitos Electrónicos 2D: Simulación, Control 
y Refrigeración. 

2010  Carlos Galeano, Mauricio Poletti; TFG: Simulación 3D del 
Transitorio Térmico de Circuitos Electrónicos y Control no Lineal de 
Temperatura por medio de Métodos Variacionales. 
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Definición del problema 
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Fuente: www.asus.com 

Fuente: www.visulalightbox.com 

Fuente: www.ibm.com 

Fuente:new.cnet.com 

El Cobre disipa 372,1-385,2 W/(K.m)  
y el Aluminio 209,3 W/(K.m). 
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𝑞 = −𝜆𝛻𝑧 

Ley de Fourier 

Conservación de la energía 

Condiciones de frontera 

 𝜚𝑐𝑝

𝑑𝑧

𝑑𝑡
𝑑𝑡

Ω

=  𝑞 ∙ 𝑑Γ 
𝜕Ω

+  𝑐𝑑Ω
Ω

 

𝜕𝑧

𝜕𝜂
= 𝑣 en Γ  

 𝜚  =densidad,  𝑐𝑝=calor específico, 𝜆  =conductividad térmica, 

 𝑐 = flujo de calor generado por los transistores, 𝑧 =temperatura. 

 

Fuente: Elaboración propia. 

Γ 
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𝜚𝑐𝑝
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝜆∆𝑧 + 𝑐,en Ω × 𝑡𝑜, 𝑡𝑓 ,

𝜕𝑧

𝜕𝜂
= 𝑣, en Γ × 𝑡𝑜, 𝑡𝑓 ,

𝑧 𝑡𝑜, Ω = 𝑧𝑜.

   
𝑧 = 𝐴 𝑣, 𝑐

𝑧 𝑡𝑜, Ω = 𝑧𝑜.
 

 

Modelo  Físico (de planta) 

Flujo entrante v=100W/m Flujo Saliente v=-100W/m Malla abierta v=0 

Planta 
Ecuaciones 
de Estado 

𝑣, 𝑧𝑜, 𝑐 (entradas) 

 

𝑧 (temperatura) 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 ∆ es el operador laplaciano 
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Problema de control 

Planta 
𝑣 𝑧 (temperatura) 

 Controlador 

𝑆𝑒ñ𝑎𝑙  
𝑑𝑒  

𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 

𝑦  
 

(𝑦 − 𝑧) + 

− 

Funcional de costo 

𝒥 𝑧, 𝑣 =
1

2
𝒓 𝑣 2

𝐿2 Γ× 𝑡𝑜,𝑡𝑓
+

1

2
𝒒 𝑧 − 𝑦 2

𝐿2 Ω× 𝑡𝑜,𝑡𝑓
+

1

2
𝒔 𝑧(𝑡𝑓) − 𝑦 

2

𝐿2 Ω
 

Costo=Gasto de energía en el control + Error + Error(𝑡𝑓) 

Fuente: Elaboración propia. 
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Problema de control óptimo 

              Minimizar   𝒥 𝑧, 𝑣  

                          𝑠𝑢𝑗𝑒𝑡𝑜 𝑎:  
𝑧 = 𝐴 𝑣, 𝑐

𝑧 𝑡𝑜, Ω = 𝑧𝑜.
 

    ∀  𝑧 ∈ Ω × 𝑡𝑜, 𝑡𝑓  

       

 

Fuente: Elaboración propia. 
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Modelo 
físico 

•Ecuaciones 
en Derivadas 
Parciales 
(EDP)  

Modelo  

Semi-
discreto 

•Ecuaciones 
Diferenciales 
Ordinarias 

•(EDO)  

Modelo 
Discreto 

•Ecuaciones 
Algebraicas(EA)  
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Discretización espacial 

              

       

 

Malla estructurada 9x9, 𝑞 =81 
Elementos, 𝑝 =32 Elementos 

sobre la frontera.  Método de Galerkin 

𝑧(𝑡, Ω) ≈  𝑧𝑘 𝑡 𝜂𝑘 Ω

𝑞 

𝑘=1

 

 𝑣(𝑡, Γ) ≈  𝑧𝑘 𝑡 𝜑𝑘 Ω

𝑝 

𝑘=1

 

       

 
Fuente: Elaboración propia. 
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Modelo Semi-discreto 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 𝒥ℎ 𝑧, 𝑣 =
1

2
𝒓 𝑣 2

𝑅ℎ× 𝑡𝑜,𝑡𝑓
+

1

2
𝒒 𝑧 − 𝑦 2

𝑀ℎ× 𝑡𝑜,𝑡𝑓
+

1

2
𝒔 𝑧(𝑡𝑓) − 𝑦 

2

𝑀ℎ
, 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑡𝑜 𝑎:  
𝑀ℎ𝑧 = 𝐴ℎ𝑧 + 𝐵ℎ𝑣 + 𝑐ℎ,en 𝑡𝑜, 𝑡𝑓 ,  

𝑧 𝑡𝑜 = 𝑧𝑜
ℎ ,                                             

 

 

donde  𝑀ℎ, 𝐴ℎ ∈ ℝ𝑞 ×𝑞 , 𝑅ℎ ∈ ℝ𝑝 ×𝑝 , 𝐵ℎ ∈ ℝ𝑞 ×𝑝 , 𝑐ℎ ∈ ℝ𝑞  

 

                                                                ⇕ 

 

                                       Minimizar  𝒥ℎ 𝑧, 𝑣  

                                       𝑠𝑢𝑗𝑒𝑡𝑜 𝑎:   
𝑧 = 𝒜ℎ 𝑣, 𝑐ℎ ,

𝑧 𝑡𝑜 = 𝑧𝑜
ℎ ,            

 

                                                      

𝑞  elementos de domino espacial 

 
𝑝  elementos sobre la frontera 
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Disminución del Costo computacional. 

División el dominio temporal. 

Resolución del problema en forma paralela 

Velocidad de convergencia 
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Objetivos 

Introducción Algoritmo Parareal Resultados Conclusión 

Objetivo General 

Desarrollar una aplicación, paralela en el tiempo que permita la 

simulación y control de ecuaciones diferenciales parciales 

parabólicas. 

Objetivos Específicos 

•  Formular el problema de control óptimo para la ecuación de 

conducción de calor. 

•  Discretizar el dominio espacial mediante el método de Galerkin. 

•  Discretizar el dominio temporal utilizando la formulación 

variacional propuesta por J. L. Lions. 

•  Desarrollar un algoritmo que permita resolver el sistema de 

ecuaciones resultante en forma paralela. 

•  Implementar el algoritmo. 
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Problema de control Semi-discreto 
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                                       Minimizar  ℒℎ 𝑧, 𝑣, p, η = 𝒥ℎ 𝑧, 𝑣 + p, 𝑧 − 𝒜ℎ 𝑧𝑜
ℎ, 𝑣, 𝑐ℎ + η, 𝑧 𝑡𝑜 − 𝑧𝑜

ℎ , 

                                         donde 𝒑  y  𝜼 son los conocidos  multiplicadores de Lagrange. 

                                                          

 

 Minimizar  𝒥ℎ 𝑧, 𝑣  

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑡𝑜 𝑎:   
𝑧 = 𝒜ℎ 𝑣, 𝑐ℎ ,

𝑧 𝑡𝑜 = 𝑧𝑜
ℎ ,            

 

Lagrangiano 
Fuente: Elaboración propia. 
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Cálculo Básico Análisis funcional 

ℒℎ 

𝑦 

𝑥 𝑥∗ 

𝑦∗ 

Condición de  
1° orden 

Condición de  
2° orden 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 
𝑥∗

= 0 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 > 0 

𝛻ℒℎ 
𝑣∗,𝑧∗

= 0 

𝛻2ℒℎ = 𝐻 > 0 

𝛻ℒℎ =
𝜕ℒℎ

𝜕𝑝
    

𝜕ℒℎ

𝜕𝜂
    

𝜕ℒℎ

𝜕𝑧
   

𝜕ℒℎ

𝜕𝑣
 



Problema de Control 
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𝜕ℒℎ

𝜕𝑝
= 0 

𝜕ℒℎ

𝜕𝜂
= 0

  

𝑀ℎ𝑧 = 𝐴ℎ𝑧 + 𝐵ℎ𝑣 + 𝑐ℎ ,  

   𝑧 𝑡𝑜 = 𝑧𝑜
ℎ  ,                            

 

Ecuaciones de estado 

Ecuaciones de estado adjunto 

Condición de Euler 

𝜕ℒℎ

𝜕𝑧
= 0  

𝑀ℎ
𝑇𝑝 = −𝐴ℎ

𝑇𝑝 + 𝑞𝑀ℎ
𝑇 𝑧 − 𝑦 ,  

   𝑝 𝑡𝑓 = −𝑠 𝑧 𝑡𝑓 − 𝑦 ,                      
 

𝜕ℒℎ

𝜕𝑣
= 0  𝑅ℎ𝑣 − 𝐵ℎ

𝑇𝑝 = 0 
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Minimizar  𝑓 𝑥 =
1

2
𝑥 − 𝑥∗ 𝑇𝐻 𝑥 − 𝑥∗  

                                = 
1

2
  𝑥𝑇𝐻𝑥 − 𝑏𝑥𝑇 . 

𝛻𝑓(𝑥) 
𝑥∗

= 𝐻𝑥 − 𝑏 = 0. 

 

𝛻2𝑓 𝑥 = 𝐻 > 0. 

 

Método Gradiente Conjugado  

Problema de optimización 

Condición de  
1° orden 

Condición de  
2° orden 

𝑥, 𝑥∗ ∈ ℝ𝑛 𝐻𝑥∗ = 𝑏  

𝐻 𝑒𝑠 𝑠𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎, 𝑦 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑎 

𝑥∗ 
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Corrección del chute 

inicial:   𝒙𝒊+𝟏 = 𝒙𝒊 + 𝜶𝒊𝒅𝒊 

 

 

 
Criterio 

de 
parada 

 

Inicio 

Chute inicial 𝒙𝟎 

Fin 

No 

Si 

Método de Máximo descenso Debye, Peter  (1909)  

𝒅𝒊 = −𝛻𝑓(𝑥𝑖) 
𝑓(𝒙𝟎 + 𝜶𝟎𝒅𝟎) 

 𝒙𝟏 

𝒅𝟎 

𝒙𝟎 

 𝒙𝟏 

𝜵𝒇(𝒙𝒊)

𝜵𝒇(𝒙𝟎)
 

𝜶𝒊 = min𝑓 𝒙𝒊 + 𝜶𝒊𝒅𝒊  

 𝒙∗ 
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Método Gradiente Conjugado  

Método Gradiente Conjugado 
Hestenes, M. R.;  Stiefel, E. (Diciembre 1952) 

Dirección de búsqueda: 

𝒅𝟎 = −𝛻𝑓(𝑥0) 

𝒅𝒊+𝟏 = −𝛻𝑓(𝑥𝑖) + 𝜷𝒊𝒅𝒊 

 

 

 

 Criterio de parada 

Inicio 

Chute inicial 𝒙𝟎,  

Fin 

No 

Si 

Corrección del chute 

inicial:   𝒙𝒊+𝟏 = 𝒙𝒊 + 𝜶𝒊𝒅𝒊 

 

 

 

𝜷𝒊 =
𝛻𝑓(𝑥𝑖)𝑇𝐻𝑑𝑖

𝑑𝑖𝑇𝐻𝑑𝑖
 

𝜵𝒇(𝒙𝒊)

𝜵𝒇(𝒙𝟎)
 

𝐶𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑎𝑑𝑎𝑠 ≡  𝑑𝑗𝑇
𝐻𝑑𝑖 = 0, ∀ 𝑗 ≠ 𝑖 

𝑆𝑖 𝑥 ∈ ℝ𝑛 converge en i < n 

𝑥∗ 

http://en.wikipedia.org/wiki/Magnus_Hestenes
http://en.wikipedia.org/wiki/Magnus_Hestenes
http://en.wikipedia.org/wiki/Magnus_Hestenes
http://en.wikipedia.org/wiki/Magnus_Hestenes
http://en.wikipedia.org/wiki/Magnus_Hestenes
http://en.wikipedia.org/wiki/Magnus_Hestenes
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Método Gradiente Conjugado  

Dirección de búsqueda: 

𝒅𝟎 = −𝛻ℒℎ 𝑣0 ,  𝒅𝒊+𝟏 = −𝛻ℒℎ(𝑣0) + 𝜷𝒊𝒅𝒊−𝟏 

 

 

 

 Criterio de parada 

Inicio 

Chute inicial 𝒗𝟎(función de control),  

Fin 

No 

Si 

Corrección de la función de control:   𝒗𝒊+𝟏 = 𝒗𝒊 + 𝜶𝒊𝒅𝒊 

 

 

 

𝜵𝓛𝒉 𝒗𝒊

𝜵𝓛𝒉 𝒗𝟎  

𝛻ℒℎ(𝑣𝑖)  
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Método Gradiente Conjugado  

Resolver las Ecuaciones de Estado 

𝒛𝒊 

 

 

 

𝒗𝒊 (Función de control),  

Resolver el Estado Adjunto 

𝒑𝒊 

 

 

 Cálcular el Gradiente 

𝛻ℒℎ
𝑖 

 

 

 

𝛻ℒℎ = 𝑅ℎ𝑣 − 𝐵ℎ
𝑇𝑝 = 𝛻𝒥ℎ 

 

𝛻ℒℎ =

𝜕ℒℎ

𝜕𝑝
 

 
𝜕ℒℎ

𝜕𝜂

  
𝜕ℒℎ

𝜕𝑧

 
𝜕ℒℎ

𝜕𝑣

 

Gradiente del Lagrangiano 

Ecuaciones de Estado 

Ecuaciones de Estado Adjunto 

Condición de Euler 

𝒥ℎ es simétrico, cuadrático y definido positivo 
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Discretización temporal  

 

𝑀ℎ𝑧 = 𝐴ℎ𝑧 + 𝐵ℎ𝑣 + 𝑐ℎ,

   𝑧 𝑡𝑜 = 𝑧𝑜
ℎ ,                            

 

Ecuaciones de estado 

Ecuaciones de estado adjunto 

 

𝑀ℎ
𝑇𝑝 = −𝐴ℎ

𝑇𝑝 + 𝑞𝑀ℎ
𝑇 𝑧 − 𝑦 ,

 
   𝑝 𝑡𝑓 = −𝑠 𝑧 𝑡𝑓 − 𝑦 ,                      

 

𝑡𝑜 𝑡1  

𝑧 𝑡𝑜  

𝑡𝑙 −1  𝑡𝑙  𝑡2  𝑡3  𝑡4  

. . . . . 

𝑡𝑜 𝑡1  𝑡𝑙 −1  𝑡𝑙  𝑡2  𝑡3  𝑡4  

𝑧1 
𝑧2 

𝑧3 
𝑧4 

𝑧𝑙 −1 
𝑧𝑙  

𝑝 𝑡𝑓  

𝑝1 
𝑝2 

𝑝3 
𝑝4 

𝑝𝑙 −1 

𝑝𝑜 

𝜏 

𝜏 

𝑧 𝑙+1 ≈ 
𝑧𝑙+1−𝑧𝑙 

𝜏 
 

𝑝𝑙 ≈ 
𝑝𝑙+1−𝑝𝑙 

𝜏 
 

Backward Euler 

Forward Euler 
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Paralelización 

Discretización Temporal Gruesa 

Problema de Control Introducción Algoritmo Parareal Resultados Conclusión 

... 

1T
00 Tt  2T

2ˆk
T

1ˆk
T

t

kf Tt ˆ

k

tt
T

f

ˆ
0



0k 1k 2ˆ kk 1ˆ kk

𝑡0 = 𝑇0 < 𝑇1 < ⋯ < 𝑇𝑘 = 𝑘∆𝑇 < 𝑇𝑘+1 < ⋯ < 𝑇𝑘  

Fuente: Elaboración Propia 
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Paralelización 

Discretización Temporal Gruesa 

... 

1T
0T 2T

2ˆk
T

1ˆk
T

k
T ˆ

t
0Z

1Z 2ˆk
Z

1ˆk
Z

𝑧0 
𝑧1 𝑧𝑘 −2 𝑧𝑘 −1 

𝑧 𝑘 𝑡 = 𝒜ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑐ℎ  𝑡 ∈ 𝑇𝑘 , 𝑇𝑘+1  

  kkk TzZ

Fuente: Elaboración Propia 

0k 1k 2ˆ kk 1ˆ kk

∀𝑘 = 0, 1, ⋯ ,  𝑘 − 1 
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Paralelización 

Discretización Temporal Gruesa 

... 

1T
0T 2T

2ˆk
T

1ˆk
T

k
T ˆ

t
 

000 TzZ 

  111 TzZ  




222 kkk
TzZ ˆˆˆ

 




111 kkk
TzZ ˆˆˆ

𝑧0 
𝑧1 𝑧𝑘 −2 𝑧𝑘 −1 

Fuente: Elaboración Propia 

𝑧 𝑘 𝑡 = 𝒜ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑐ℎ  𝑡 ∈ 𝑇𝑘 , 𝑇𝑘+1  

 
kkk

TzZ ∀𝑘 = 0, 1, ⋯ ,  𝑘 − 1 

 
10 Tz  

21 Tz  

 12 kk Tz ˆˆ  
kk Tz ˆˆ 1

Restricción Adicional 

 
kkk ZTz 

1 ∀𝑘 = 1, 2, ⋯ ,  𝑘 − 1 
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Paralelización 

Problema de Control Óptimo Distribuido 

Minimizar 𝒥ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘  

Sujeto a: 

𝑧 𝑘 𝑡 = 𝒜ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑐ℎ  𝑡 ∈ 𝑇𝑘 , 𝑇𝑘+1  

  kkk TzZ
∀𝑘 = 0, 1, ⋯ ,  𝑘 − 1 

  kkk ZTz 

1

Eliminamos la restricción  

mediante el Método de Penalización. 

  kkk ZTz 

1 ∀𝑘 = 1, 2, ⋯ ,  𝑘 − 1 

Entonces se modifica el Funcional de Costo quedando como sigue: 

𝒥ℎ
𝜀 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑍𝑘 = 𝒥ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 +

1

2𝜀Δ𝑇
 𝑧𝑘−1 𝑇𝑘

− − 𝑍𝑘
2

𝑀ℎ

𝑘 

𝑘=1

 



Problema de Control Introducción Algoritmo Parareal Resultados Conclusión 

Paralelización 

Problema de Control Óptimo Distribuido 

Minimizar 

Sujeto a: 
𝑧 𝑘 𝑡 = 𝒜ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑐ℎ  𝑡 ∈ 𝑇𝑘 , 𝑇𝑘+1  

  kkk TzZ ∀𝑘 = 0, 1, ⋯ ,  𝑘 − 1 

𝒥ℎ
𝜀 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑍𝑘 = 𝒥ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 +

1

2𝜀Δ𝑇
 𝑧𝑘−1 𝑇𝑘

− − 𝑍𝑘
2

𝑀ℎ

𝑘 

𝑘=1

 

Problema de Control Óptimo (Secuencial) 

Minimizar 

Sujeto a: 
𝑧 𝑡 = 𝒜ℎ 𝑧, 𝑣, 𝑐ℎ  𝑡 ∈ 𝑡0, 𝑡𝑓  

 
00 ztz 

𝒥ℎ 𝑧, 𝑣  
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Paralelización 

Problema de Control Óptimo Distribuido 

Minimizar 

Sujeto a: 
𝑧 𝑘 𝑡 = 𝒜ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑐ℎ  𝑡 ∈ 𝑇𝑘 , 𝑇𝑘+1  

  kkk TzZ ∀𝑘 = 0, 1, ⋯ ,  𝑘 − 1 

𝒥ℎ
𝜀 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑍𝑘 = 𝒥ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 +

1

2𝜀Δ𝑇
 𝑧𝑘−1 𝑇𝑘

− − 𝑍𝑘
2

𝑀ℎ

𝑘 

𝑘=1

 

Convertimos en un Problema de Minimización irrestricta 

ℒℎ
𝜀 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑍𝑘 , 𝑝𝑘 , 𝜂𝑘 = 𝒥ℎ

𝜀 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑍𝑘 +  𝑝𝑘 , 𝑧 𝑘 𝑡 −  𝒜ℎ 𝑧𝑘 , 𝑣𝑘 , 𝑐ℎ

𝑘 −1

𝑘=0

 

+  𝜂𝑘 , 𝑍𝑘 − 𝑧𝑘 𝑇𝑘
+

𝑘 −1

𝑘=0
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Condiciones de Optimalidad 

Ecuaciones de Estado 

𝑀ℎ𝑧 𝑘 = 𝐴ℎ𝑧𝑘 + 𝐵ℎ𝑣𝑘 + 𝑐ℎ 

𝑍𝑘 = 𝑧𝑘 𝑇𝑘
+  

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝑝𝑘
= 0 

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝜂𝑘
= 0 

  
𝑡 ∈ 𝑇𝑘 , 𝑇𝑘+1  

Estado Adjunto 

𝑀ℎ𝑝 𝑘 = −𝐴ℎ𝑧𝑘 + 𝑞𝑀ℎ 𝑧𝑘 − 𝑦 𝑘  

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝑧𝑘
= 0   

𝑡 ∈ 𝑇𝑘 , 𝑇𝑘+1  

∀𝑘 = 0, 1, ⋯ ,  𝑘 − 2 
𝑝𝑘 𝑇𝑘+1

− = 
−

1

𝜀Δ𝑇
𝑧𝑘 𝑇𝑘+1

− − 𝑍𝑘+1  

−𝑠 𝑧𝑘 −1 𝑇𝑘 − 𝑦 𝑘 −1 𝑇𝑘  𝑘 =  𝑘 − 1 

Condiciones de Euler 

𝑟𝑅ℎ𝑣𝑘 − 𝐵ℎ
𝑇𝑝𝑘 = 0 

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝑣𝑘
= 0 

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝑍𝑘
= 0 

  
𝑡 ∈ 𝑇𝑘 , 𝑇𝑘+1  

𝑝𝑘 𝑇𝑘
+ +

1

𝜀Δ𝑇
𝑧𝑘−1 𝑇𝑘

− − 𝑍𝑘 = 0 
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Método Gradiente Conjugado  

Dirección de búsqueda: 
 

𝒅𝒌
𝟎 = −𝛻ℒℎ

𝜀 𝑣𝑘
0, 𝑍𝑘

0                             

 𝒅𝒌
𝒊+𝟏= −𝛻ℒℎ

𝜀 𝑣𝑘
𝑖+1, 𝑍𝑘

𝑖+1 + 𝛽𝑖𝑑𝑖−1 

 

 

 

 
 Criterio de parada 

Inicio 

Chute Inicial   𝑣𝑘
0 , 𝑍𝑘

0  

Fin 

No 

Si 

                                𝑣𝑘
𝑖+1 = 𝑣𝑘

𝑖 + 𝛼𝑖𝑑𝑣𝑘
𝑖 

                               𝑍𝑘
𝑖+1 = 𝑍𝑘

𝑖 + 𝛼𝑖𝑑𝑍𝑘

𝑖  

 

 

𝜵𝒇(𝒙𝒊)

𝜵𝒇(𝒙𝟎)
 

Corecciones: 
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Método Gradiente Conjugado  

Resolver las Ecuaciones de Estado 

𝑧𝑘
𝑖 

 

 

 

𝑣𝑘
𝑖
   (Funciones de control), 

𝑍𝑘
𝑖  (Condiciones Iniciales) 

  
 

Resolver el Estado Adjunto 

𝑝𝑘
𝑖 

 

 

 Cálcular el Gradiente 

𝛻ℒℎ
𝜀𝑖

 

 

 

 

Gradiente del Lagrangiano 

𝒥ℎ es simétrico, cuadrático y definido positivo 

Ecuaciones de Estado 

Ecuaciones de Estado Adjunto 

Condiciones de Euler 

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝑝𝑘
 

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝜂𝑘
 

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝑧𝑘
 

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝑣𝑘
 

𝜕ℒℎ
𝜀

𝜕𝑍𝑘
 

𝛻ℒℎ
𝜀 = 

𝛻ℒℎ
𝜀 = 𝛻𝒥ℎ

𝜀 = 
 

𝑟𝑅ℎ𝑣𝑘 − 𝐵ℎ
𝑇𝑝𝑘 

−𝑀ℎ𝑝𝑘 𝑇𝑘
+ + 𝑀ℎ𝑝𝑘−1 𝑇𝑘

−  
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Precondicionador 

Fuente: Elaboración Propia 

... 

1T
0T 2T

2ˆk
T

1ˆk
T

k
T ˆ

0S 1S
2ˆk

S

t
0Z

1Z 2ˆk
Z

1ˆk
Z

0ZF 1ZF
2ˆ k

ZF
1ˆ k

ZF

𝜏 𝜏 

𝐼
−ℱΔ𝜏 𝐼

           ⋱ ⋱
−ℱΔ𝜏 𝐼

𝑍1

𝑍2

⋮
𝑍𝑘 −1

−

𝑆0 + ℱΔ𝜏𝑍0

𝑆1

⋮
𝑆𝑘 −2

= 0 

Los Saltos podemos expresar matricialmente como sigue: 

𝑪𝒁 − 𝑺 = 𝟎 

Cálculo de la Temperatura en forma paralela – Malla Fina 
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Precondicionador 

Fuente: Elaboración Propia 

Solución del Estado Adjunto en Paralelo – Malla Fina 

... 1T0T
2T

2ˆk
T

1ˆk
T

k
T ˆ

t

l
P ˆ,0 l

P ˆ,1
lk

P ˆ,2ˆ lk
P ˆ,1ˆ

1PS
2ˆk

PS 1ˆk
PS

l
P ˆ,0F l

P ˆ,1F
lk

P ˆ,2ˆF
lk

P
,̂ˆF

1

𝑃𝑘,𝑙 = 𝑝𝑘−1 𝑇𝑘
− = −

1

𝜀Δ𝑇
𝑧𝑘−1 𝑇𝑘

− − 𝑍𝑘  

𝛻𝑍𝒥ℎ
𝜀 = 𝑀ℎ 𝑝𝑘−1 𝑇𝑘

− − 𝑝𝑘 𝑇𝑘
+  
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Precondicionador 

Fuente: Elaboración Propia 

𝛻𝑍𝒥ℎ
𝜀 = 𝑪𝑻𝑲

𝑧0,𝑙 − 𝑍1

𝑧1,𝑙 − 𝑍2

⋮
𝑧𝑘 −2, 𝑙 − 𝑍𝑘 −1

−

𝑀ℎ𝑆𝑝1

𝑀ℎ𝑆𝑝2

⋮

𝑀ℎ 𝑆𝑝𝑘 −1
+ ℱΔ𝜏

𝑇𝑝𝑘 −1,𝑙 

 

Los Saltos en el Adjunto podemos expresar matricialmente como sigue: 

Solución del Estado Adjunto en Paralelo – Malla Fina 

... 1T0T
2T

2ˆk
T

1ˆk
T

k
T ˆ

t

l
P ˆ,0 l

P ˆ,1
lk

P ˆ,2ˆ lk
P ˆ,1ˆ

1PS
2ˆk

PS 1ˆk
PS

l
P ˆ,0F l

P ˆ,1F
lk

P ˆ,2ˆF
lk

P
,̂ˆF

1

𝑪𝒁 − 𝑺 𝑺𝒑 
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Precondicionador 

Fuente: Elaboración Propia 

Donde: 

Solución del Estado Adjunto en Paralelo – Malla Fina 

... 1T0T
2T

2ˆk
T

1ˆk
T

k
T ˆ

t

l
P ˆ,0 l

P ˆ,1
lk

P ˆ,2ˆ lk
P ˆ,1ˆ

1PS
2ˆk

PS 1ˆk
PS

l
P ˆ,0F l

P ˆ,1F
lk

P ˆ,2ˆF
lk

P
,̂ˆF

1

𝑲 =

1

𝜀Δ𝑇
𝑀ℎ

⋱
1

𝜀Δ𝑇
𝑀ℎ

 

𝛻𝑍𝒥ℎ
𝜀 = 𝑪𝑻𝑲𝑪𝒁 − 𝑪𝑻𝑲𝑺 + 𝑺𝒑 = 𝑪𝑻𝑲𝑪𝒁 − 𝑭 
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Precondicionador 

En la Solución Óptima se debe cumplir que:  𝛻𝑍𝒥ℎ
𝜀 = 0 

𝑪𝑻𝑲𝑪𝒁 = 𝑭 

Entonces para hallar Z debemos resolver la siguiente ecuación: 

𝑇𝑘 = 𝑡𝑜 𝑡1  𝑡𝑙 −1  𝑡𝑙 = 𝑇𝑘+1 𝑡2  𝑡3  𝑡4  

. . . . . 
𝑧𝑘,𝑙  

𝜏 

𝑍𝑘 = 𝑧𝑘,0 
𝑧𝑘,1 

𝑧𝑘,𝑙 −1 

𝑧𝑘,2 
𝑧𝑘,3 

𝑧𝑘,4 

   ℱΔ𝜏 
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Precondicionador 

Fuente: Elaboración Propia 

𝐼
−𝒢Δ𝑇 𝐼

           ⋱ ⋱
−𝒢Δ𝑇 𝐼

𝑍1

𝑍2

⋮
𝑍𝑘 −1

=

𝑆 0
𝑆 1
⋮

𝑆 𝑘 −2

 

Los Saltos podemos expresar matricialmente como sigue: 

𝑪 𝒁 = 𝑺  

Cálculo de la Temperatura – Malla Gruesa 

... 

1T
0T 2T

2ˆk
T

1ˆk
T

k
T ˆ

0

~
S 1

~
S

2ˆ

~
k

S

t
0Z

1Z 2ˆk
Z

1ˆk
Z

0ZTG 1ZTG
2ˆ kT ZG

1ˆ kT ZG

T T T T

donde   ℱΔ𝜏 ≈ 𝒢Δ𝑇 
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Precondicionador 

Para acelerar la convergencia del CG se propone el siguiente 
precondicionador: 

𝑷 = 𝑪 𝑻𝑲𝑪  

El precondicionador P es conocido como algoritmo pararreal. 
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Método Gradiente Conjugado Precondicionado 

Dirección de búsqueda: 

𝒅𝒌
𝟎 = −𝑔𝑝

0 

 𝒅𝒌
𝒊+𝟏= −𝑔𝑝

𝑖 + 𝛽𝑖𝑑𝑖−1 

 

 

 

 

 Criterio de parada 

Inicio Chute Inicial   𝑣𝑘
0 , 𝑍𝑘

0  

Fin 

No 

Si 

                                𝑣𝑘
𝑖+1 = 𝑣𝑘

𝑖 + 𝛼𝑖𝑑𝑣𝑘
𝑖 

                               𝑍𝑘
𝑖+1 = 𝑍𝑘

𝑖 + 𝛼𝑖𝑑𝑍𝑘

𝑖  

 

 

𝜵𝒇(𝒙𝒊)

𝜵𝒇(𝒙𝟎)
 

Correcciones: 

𝑔𝑝
𝑖 = 𝛻𝑣𝒥ℎ

𝜀 𝑷−1𝛻𝑍𝒥ℎ
𝜀 𝑇
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Problema de Control Introducción Algoritmo Parareal Resultados Conclusión 

Resultados Numéricos 

Algunos parámetros importantes 

Placa cuadrada 5 cm. 

𝜆 = 1
𝑊

𝑚𝐾
  𝑦   𝜚𝑐𝑝 = 104

𝐽

𝑚2𝐾
 

Generador de calor de 2 cm lado: 

𝑐 = 4. 105
𝑊

𝑚2  

Temperatura inicial de 320 𝐾 . 

Temperatura deseada de 300 𝐾 . 

 

 

Fuente: Elaboración Propia 
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Resultados Numéricos 
Ajuste del controlador   

𝒚 = 𝒙𝟐 

𝒚 = 𝟏𝟎𝒙𝟐 

𝒚 = 𝟏𝟎𝟎𝒙𝟐 

𝑦 

𝑥 

𝒥 𝑧, 𝑣 =
1

2
𝒓 𝑣 2

Γ× 𝑡𝑜,𝑡𝑓
+

1

2
𝒒 𝑧 − 𝑦 2

Ω× 𝑡𝑜,𝑡𝑓
+

1

2
𝒔 𝑧(𝑡𝑓) − 𝑦 

2

Ω
 

Costo=Gasto de energía en el control + Error + Error(𝑡𝑓) 

𝑦 

𝑥 

𝑱𝟏 
𝑱𝟐 

𝑱𝟏+ 𝑱𝟐 
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Método Gradiente Conjugado 
Ajuste del controlador   

Caso r q s tol Iter. 

1 1  0  𝟏  10−9 3  

2 1  0  𝟏𝟎𝟎  10−9 4  

3 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎  10−9 5  

4 1  0  𝟓𝟎𝟎𝟎 10−9 6  

5 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎  10−9 7  

6 1  0  𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 10  

7 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎  10−9 12  

Tabla 1: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 256, 𝒒 = 81 y 𝒑 = 32  

Función de control Temperatura Temperatura final 
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Ajuste del controlador   

Caso r q s tol Iter. 

1 1  0  𝟏  10−9 3  

2 1  0  𝟏𝟎𝟎  10−9 4  

3 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎  10−9 5  

4 1  0  𝟓𝟎𝟎𝟎 10−9 6  

5 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎  10−9 7  

6 1  0  𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 10  

7 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎  10−9 12  

Tabla 1: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 256, 𝒒 = 81 y 𝒑 = 32  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado 
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Ajuste del controlador   

Caso r q s tol Iter. 

1 1  0  𝟏  10−9 3  

2 1  0  𝟏𝟎𝟎  10−9 4  

3 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎  10−9 5  

4 1  0  𝟓𝟎𝟎𝟎 10−9 6  

5 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎  10−9 7  

6 1  0  𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 10  

7 1  0  𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎  10−9 12  

Tabla 1: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 256, 𝒒 = 81 y 𝒑 = 32  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado 
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Ajuste del controlador   

Caso r q s tol Iter. 

1 𝟏  0  𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎  10−9 7  

2 𝟏𝟎−𝟏 0  𝟏𝟎𝟎𝟎  10−9 7  

3 𝟏𝟎−𝟐 0  𝟏𝟎𝟎  10−9 7  

4 𝟏𝟎−𝟑 0  𝟏𝟎  10−9 7  

Tabla 2: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 256, 𝒒 = 81 y 𝒑 = 32  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado 
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Ajuste del controlador   

Caso r q s tol Iter. 

1 10−3 𝟏𝟎−𝟐 10  10−9 7  

2 10−3 𝟏𝟎−𝟏 10  10−9 7  

3 10−3 𝟏  10  10−9 7  

4 10−3 𝟏𝟎 10  10−9 7  

Tabla 3: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 256, 𝒒 = 81 y 𝒑 = 32  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado 
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Ajuste del controlador   

Caso r q s tol Iter. 

1 10−3 𝟏𝟎−𝟐 10  10−9 7  

2 10−3 𝟏𝟎−𝟏 10  10−9 7  

3 10−3 𝟏  10  10−9 7  

4 10−3 𝟏𝟎 10  10−9 7  

Tabla 3: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 256, 𝒒 = 81 y 𝒑 = 32  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado 
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Ajuste del controlador   

Caso r q s tol Iter. 

1 10−3 𝟏𝟎−𝟐 10  10−9 7  

2 10−3 𝟏𝟎−𝟏 10  10−9 7  

3 10−3 𝟏  10  10−9 7  

4 10−3 𝟏𝟎 10  10−9 7  

Tabla 3: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 256, 𝒒 = 81 y 𝒑 = 32  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado 
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Influencia de la cantidad de elementos del dominio espacial 

Caso r q s 𝒒  tol Iter. 

1 10−3 10−2 10  25 10−9 12 

2 10−3 10−1 10  81 10−9 8 

3 10−3 1  10  289 10−9 7 

4 10−3 10 10  1089 10−9 6 

Tabla 4: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 256,  

Método Gradiente Conjugado 
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Evolución del error 𝜵𝒇(𝒙𝒊)

𝜵𝒇(𝒙𝟎)
 

Método Gradiente Conjugado 
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Ajuste de la penalización  𝜀 

Caso r q s 𝜀 tol Iter. 

1 10−3 1 10  𝟏 10−9 83  

2 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎 10−9 55  

3 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎 10−9 43  

4 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎 10−9 39  

5 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 40  

6 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 49  

Tabla 5: Iteraciones del Método GC   
𝒍 = 12(Malla fina), 𝒌 = 12(Malla gruesa), 𝒒 = 169 y 𝒑 = 48  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado Paralelo  
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Caso r q s 𝜀 tol Iter. 

1 10−3 1 10  𝟏 10−9 83  

2 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎 10−9 55  

3 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎 10−9 43  

4 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎 10−9 39  

5 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 40  

6 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 49  

Tabla 5: Iteraciones del Método GC   
𝒍 = 12(Malla fina), 𝒌 = 12(Malla gruesa), 𝒒 = 169 y 𝒑 = 48  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Ajuste de la penalización  𝜀 

Método Gradiente Conjugado Paralelo  
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Ajuste de la penalización  𝜀 

Caso r q s 𝜀 tol Iter. 

1 10−3 1 10  𝟏 10−9 83  

2 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎 10−9 55  

3 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎 10−9 43  

4 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎 10−9 39  

5 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 40  

6 10−3 1 10  𝟏/𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 10−9 49  

Tabla 5: Iteraciones del Método GC   
  

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado Paralelo  
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Influencia de la cantidad de elementos del dominio espacial 

Caso r q s 𝜀 
 

𝒒  tol Iter. 

1 10−3 10−2 10  10−3 25 10−9 53 

2 10−3 10−1 10  10−3 81 10−9 48 

3 10−3 1  10  10−3 289 10−9 42 

Tabla 6: Iteraciones del Método GC  𝒍 = 16, 𝒍 = 16  

Método Gradiente Conjugado Paralelo  
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Evolución del error 𝜵𝒇(𝒙𝒊)

𝜵𝒇(𝒙𝟎)
 

Método Gradiente Conjugado Paralelo  
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Resultados Numéricos 

Función de control Temperatura Temperatura final 

Función de control Temperatura Temperatura final 

Método Gradiente Conjugado (secuencial) 

Método Gradiente Conjugado Precondicionado (Varios procesadores) 

𝜀 =
1

1000
 𝒍 = 12(Malla fina), 𝒌 = 12(Mallagruesa), 𝒒 = 169 y 𝒑 = 48 

𝒓 =
𝟏

𝟏𝟎𝟎𝟎
, 𝒒 = 𝟏, 𝒔 = 𝟏𝟎, 𝒍 = 144 
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Escalabilidad débil 

Caso 𝒌  𝒍 =
𝚫𝑻

𝝉
 tol Iter. 

1 4 16 10−9 35  

2 8 16 10−9 37  

3 16 16 10−9 42  

4 32 16 10−9 44  

5 64 16 10−9 39  

Tabla 7: Iteraciones del Método GC   

 𝒓 = 10−1, 𝒒 = 1 , s = 10 , 𝜀 =
1

1000
𝒒 = 169 

y 𝒑 = 48 

Método Gradiente Conjugado Paralelo  
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Escalabilidad Fuerte 

Tabla 8: Iteraciones del Método GC   
𝒍 = 12(Malla fina), 𝒌 = 12(Malla gruesa), 𝒒 = 169 y 

𝒑 = 48  

Caso 𝒌  𝒍 =
𝚫𝑻

𝝉
 tol Iter. 

1 4 64 10−9 39  

2 8 32 10−9 39  

3 16 16 10−9 42  

4 32 8 10−9 41  

5 64 4 10−9 38  

Método Gradiente Conjugado Paralelo  
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Resultados Numéricos 

𝐾 

Evolución de la temperatura 
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Conclusión 

• El Método Gradiente Conjugado permite reducir el costo 
computacional de la resolución del problema de control óptimo. 
 

• De las simulaciones obtenemos lo siguiente: 
 

• La relación s/r modifica el error el tiempo final. 
 

• La relación q/r modifica el tiempo de establecimiento del 
sistema. 
 

• Si s/r y q/r son elevados se pueden presentar oscilaciones. 
 

•  El algoritmo presenta una escalabilidad débil y fuerte. 
 

• El factor de penalización influye notablemente en la 
cantidad de iteraciones del algoritmo.  
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Trabajos Futuros 

• Aplicar del algoritmo a otros problemas de la 
ciencia y la ingeniería. 
 

• Utilizar el algoritmo Parareal como 
precondicionador  para métodos  iterativos 
aplicados a sistemas nolineales. 
 

• Analizar las causas de las oscilaciones del 
algoritmo paralelo. 
 

• Realizar un ajuste optimo de la penalización 
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