UNIVERSIDAD NACIONAL DE ASUNCION

Facultad de Ingenieria

Ingenieria Electrénica

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

Juan Emilio Gavilan Garay

Eduardo Antonio De Los Santos Nunez

San Lorenzo, Paraguay
2013



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

Miembros del Consejo Directivo
Consejeros Titulares
Prof. Ing. Isacio Vallejos Aquino (Decano)

Prof. Ing. Maria Teresa Pino Rodriguez (Vice Decano)
Prof. Ing. Amilcar Gaspar Troche Escobar (Docente)
Prof. Ing. César Ricardo Sitjar Canela (Docente)
Prof. Ing. Francisco R. Delgado Marquez (Docente)
Prof. Ing. Di6genes Sartorio Aquino (Docente)
Prof. Ing. irilo Jorge Herndez Medina (Docente)
Prof. Ing. Higinio Cesar Moreira (Docente - C.S.U.)
Ing. Pablo Adriano Rodriguez Rodas (No Docente)
Ing. Gabriel Enrique Fleitas Ferrari (No Docente)
Est. Victor Omar Morinigo Lépez (No Docente)
Est. Jorge Manuel Muller Giménez (No Docente)
Est. Vicente Javier Chaparro Ruiz Diaz (Estudiante)
Consejeros Suplentes
Prof. Ing. Carlos Maria Montero Volpe (Docente - CSU)
Prof. Ing. Luis Maria Gulino Canese (Docente)
Ing. Ignacio Daniel Veldzquez Guachiré (No Docente)
Ing. Alfredo Javier Coronel Correa(No Docente)
Est. Victor Daniel Portillo Galvan (Estudiante)
Est. Justo Javier Ferndndez Argiiello (Estudiante)
Est. Sergio Daniel Vera Urquhart (Estudiante)

Juan Gavilan I Eduardo De Los Santos



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

Juan Gavilan 11 Eduardo De Los Santos



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

AGRADECIMIENTOS

Juan Gavilan 111 Eduardo De Los Santos



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

AGRADECIMIENTOS INSTITUCIONALES

Juan Gavilan v Eduardo De Los Santos



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

ABSTRACT

The science and engineering problems that require the electromagnetic waves simu-
lations in a rapid and accurate manner, generally faces the challenge of solving a big
equations system in an aceptable time. Obtain the solution for this equations system fre-
quently demands the use of powerful computational systems.

The equations that model the electromagnetic waves behaviors are the Maxwell’s
equations, of which is obtained the differential hyperbolic equation known as waves equa-
tion (this procedure is detailed in chapter 2), which is solved (as an academic case) with
Dirichlet boundary conditions, such that it can be know the analytic solution of the waves
equation to validate the numerical solution obtained by the implemented algorithm.

In the present work is implemented the Parareal algorithm suggested by Lions et-al
[3], with the aim of splitting the problem in the time domain in various temporal intervals
by a coarse mesh and thus enable that to each sub problem can be dedicated a computer
of the network available, allowing solve all sub problems in a simultaneous manner, being
achieved an economic alternative to solve the above referred problems. To obtain the nu-
merical solution of the waves equation, is employed the spectral element method and the
discontinuous Galerkin method for the spatial and temporal discretization, respectively.
Since the initial conditions of each interval will be estimated in the first iteration (except
the first interval), there will be an error that must be corrected by the correction iterations,
until achieve a desired tolerance. Comparisons made between the analytical solution and
the numerical solution obtained show that the implemented algorithm approaches so co-
rrect to the wave equation.
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RESUMEN

Los problemas de ciencia e ingenieria que requieren la simulacion de ondas electro-
magnéticas de manera rapida y precisa, generalmente encaran el desafio de resolver un
sistema de ecuaciones de gran tamafio en un tiempo aceptable. Obtener la solucién para
este sistema de ecuaciones frecuentemente demanda el uso de poderosos sistemas compu-
tacionales.

Las ecuaciones que modelan el comportamiento de las ondas electromagnéticas son
las ecuaciones de Maxwell, de las cuales se obtiene la ecuacién diferencial hiperbdlica
conocida con el nombre de ecuacion de ondas (procedimiento que se detalla en el capitulo
2), la cual es resuelta (como caso académico) con condiciones de frontera de Dirichlet, tal
que pueda conocerse la solucion analitica de la ecuacion de ondas para validar la solucion
numérica obtenida por el algoritmo implementado.

En el presente trabajo se implementa el algoritmo Parareal sugerido por Lions et-al
[3], con el objetivo de dividir el problema en el dominio temporal en varios intervalos
temporales mediante un mallado grueso y asi posibilitar que a cada sub-problema se de-
dique una computadora de la red disponible, permitiendo la resolucion de todos los sub-
problemas de manera simultdnea, consiguiéndose una alternativa econémica de solucién
a los problemas anteriormente referidos. Para obtener la solucion numérica de la ecuacion
de ondas, se emplea el método de elementos espectrales y el método de Galerkin discon-
tinuo para la discretizacion espacial y temporal, respectivamente. Puesto que las condi-
ciones iniciales de cada intervalo sera estimado en las primeras iteraciones (a excepcion
del primer intervalo), existird un error que debera ser corregido mediante iteraciones de
correccion, hasta alcanzar una tolerancia deseable. Comparaciones realizadas entre la so-
lucién analitica y la solucion numérica obtenida muestran que el algoritmo implementado
aproxima de manera correcta a la ecuacion de ondas.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

In recent years, antenna technologies have received heightened in-
terest because of their importance in wireless communication, remo-
te sensing, space exploration, defense, electronic warfare, and many
other electronic systems. Quantitative antenna analysis is critical to
the design and optimization of antennas, especially complex anten-
nas that are not easily designed by intuitive approaches. In a typical
antenna analysis, the goal is to find the radiated field and input im-
pedance. In the case of multiple antennas, such as antenna arrays, it
is also important to quantify the mutual coupling between antennas,
which can be characterized by either a mutual impedance matrix or a
scattering matrix. The calculation of radiated fields, input impedan-
ces, and scattering matrices requires solving Maxwell’s equations
subject to certain boundary conditions determined by antenna confi-
gurations. Unfortunately, Maxwell’s equations can be solved analy-
tically only for a very few idealized antenna geometries.

Whereas a variety of approximate analytical techniques have been
developed for relatively simple antennas, accurate and complete
analysis of complex antennas, especially antenna arrays, can be ac-
complished only through a numerical method that solves Maxwell’s
equations numerically with the aid of high-speed computers. ¢

“Finite Element Analysis of Antennas and Arrays [1].

Numerical computation is more and more used in engineering scien-
ces to develop new devices or to optimize operating apparatus. Many
of the numerical modeling packages make use of the FEM method.
Unfortunately, this method requires the 3D mesh of the whole studied
domain. This is especially expensive for open boundary problems.
Furthermore, the size of the 3D mesh makes the modeling of large,
coupled or complex problems difficult or even impossible to perform.
Only parallel computers provide the increase in computing perfor-
mance required to solve such types of problems today. Two reasons
may be highlighted: when large memory is needed because of a large
amount of data, or when speed is needed to obtain the solution. ?

bParallel Computing for Electromagnetic Field Computation [2].
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1.1. Antecedentes

La rapida evolucion de las capacidades de almacenamiento y calculo de las compu-
tadoras actuales, posibilitaron un enorme avance en otras dreas de la ciencia y la tec-
nologia esto es en gran parte debido a que gradualmente se estdn obteniendo modelos
matematicos que describen de manera més precisa los fendmenos de interés en estudio y
esto da la posibilidad de migrar de costosos ensayos en los laboratorios (que ain siguen
siendo importantes en la etapa de validacion de los modelos estudiados) a las simulacio-
nes de los fendmenos de interés. Los métodos numéricos que resuelven las ecuaciones
de Maxwell, se han convertido en una herramienta indispensable para el anélisis de las
antenas a causa de la precision de las ecuaciones de Maxwell en la prediccion del compor-
tamiento de los campos electromagnéticos: Si estas ecuaciones son resueltas de manera
correcta, la solucion predice resultados experimentales y desempeiio de los prototipos de
antenas estudiados. Las herramientas de simulacion numérica son aplicables a una am-
plia variedad de aplicaciones ingenieriles, como ser: disefio de antenas, prediccion del
desempefio de las antenas ante diversas estructuras, calibracién de sistemas de antenas,
estimacion de la interferencia entre multiples antenas en un mismo sitio, entre otras [1].
Algunas aplicaciones se muestran en las Figuras 1.1y 1.2.

Gran cantidad de los fendmenos que se observan en la naturaleza dependen de la
evolucion temporal [4], esto significa que los modelos matematicos que describen los
comportamientos de los mismos dependerdn de una variable temporal, como por ejemplo
las ecuaciones de Maxwell. A su vez estos modelos matematicos en la mayoria de los
casos son expresados como sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) o
como sistemas de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs).

Cuando se requiere una simulacion de gran precision en tiempo real o casi en tiempo
real ! como por ejemplo los simuladores de navegacién o los problemas de control [4], las
simulaciones pretendidas poseen un elevado costo computacional en términos de veloci-
dad de calculo y/o de capacidad de memoria [5], los mismos requerimientos se presentan
en las simulaciones de propagaciones de campos electromagnéticos sobre una estructura
como las mostradas en las Figuras 1.1 y 1.2, puesto que para tener precision en la solu-
cion de las ecuaciones de Maxwell, las dimensiones caracteristicas de los elementos del
mallado deben ser del mismo orden que la longitud de la onda propagada (generalmente
microondas), causando esto que la cantidad de elementos requeridos para estudiar el ob-
jeto de interés sea excesiva para el manejo de las computadoras convencionales actuales

[6].

'Una manera de ejemplificar el concepto de simulacién en tiempo real es considerar la evolucién de un
fenémeno en un lapso de tiempo, para que la simulacién del mismo fendmeno sea considerada en tiempo
real o casi real la evolucién de la simulacién debe acompafiar al fendmeno en el mismo tiempo o en un
tiempo muy préximo.
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1.2. Solucion propuesta - Relevancia y Originalidad del trabajo

La problematica que se presenta en la resolucion de las ecuaciones de Maxwell, des-
crita en la seccion anterior es encarada en la actualidad desde diversos enfoques, algunos
de ellos son: simplificacion de modelos, en este enfoque lo que se pretende es reducir
el modelo completo a uno mas sencillo, de tal manera a considerar en el mismo sola-
mente aquellos fendmenos de interés para el estudio desarrollado. Otra alternativa a esta
problematica es buscar nuevos esquemas numéricos optimos, tal que sean eficaces y efi-
cientes, en el sentido de obtener soluciones de gran precision, empleando la menor canti-
dad de recursos computacionales que sea posible, en este enfoque se puede mencionar el
trabajo presentado por el Dr. Sc. Max Duarte, titulado: Algoritmos adaptativos en tiempo
y espacio para la simulacion de frentes de reaccion multi-escala [7]. Por Gltimo mencio-
namos la paralelizacion a través de los pasos, este tipo de paralelismo estad basado en un
esquema predictor-corrector, en el cual varios cdlculos secuenciales son desarrollados de
manera concurrente mediante un método numérico [8]. Es en este tltimo enfoque donde
el presente trabajo se posiciona, esto serd detallado més adelante.

Puesto que la tendencia de crecimiento en la velocidad de célculo de los procesa-
dores de nucleo unico, establecido por la Ley de Moore, se estd enfrentando a limites
fisicos a causa de la excesiva densidad de transistores por nucleo, surge como alternativa
valida la arquitectura de procesadores multiples, estableciéndose como una arquitectura
dominante en los sistemas computacionales domésticos como asi también en los sistemas
computacionales de alto desempefio [9, 5]. Esta tendencia de evolucién en las compu-
tadoras abre la posibilidad de conseguir la potencia computacional requerida para encarar
la problematica descrita en la seccion anterior [10].

Como se ha mencionado anteriormente, varios modelos matematicos de fendmenos
naturales son dependientes del tiempo. Trabajos importantes fueron desarrollados con el
fin de obtener métodos numéricos para la resolucion de estos modelos en el tiempo. La
mayoria de los métodos obtenidos tienen una cosa en comiin: son secuenciales. Estos ne-
cesitan calcular la solucién de la ecuacion en un paso de tiempo con el fin de encontrar la
solucién en un paso de tiempo posterior. El tiempo mismo ha sido considerado puramente
secuencial.

En el contexto de resoluciéon de EDPs dependientes del tiempo, una gran cantidad
de algoritmos paralelos han sido desarrollados también para la discretizacion espacial.
Uno de estos métodos exitosos es llamado método de descomposicion de dominios. Estos
métodos son atractivos desde una perspectiva paralela como también secuencial [4].

Con el trabajo de Lions, Maday y Turinici en el 2001, surge una nueva propuesta para
el desarrollo de métodos numéricos dedicados a resolver problemas de evolucién tempo-
ral en paralelo, denominado algoritmo o método Parareal [3]. El nombre del algoritmo
ya indica la intencién de su disefio. El objetivo es paralelizar los célculos en tiempo real
de ecuaciones que envuelven una evolucién temporal, cuyas soluciones no son obtenibles
en tiempo real utilizando una unica computadora de procesador simple [11]. El algoritmo
Parareal propone usar una descomposicion del dominio temporal, utilizando una particién
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gruesa y otra fina del tiempo. La particion gruesa divide al dominio temporal en varios
subdominios y la particion fina tiene como funcidn la discretizacion de los subdominios.
Estas dos particiones son combinadas con un esquema predictor-corrector. La particion
gruesa y el predictor - corrector son actualizados de manera estrictamente secuencial. Ca-
da uno de estos subdominios son resueltos simultineamente utilizando una plataforma
computacional paralela. En el algoritmo se realizan iteraciones del esquema predictor -
corrector hasta la convergencia [12]. El algoritmo Parareal utilizado como precondiciona-
dor en problemas parabdlicos, posee propiedades de convergencia 6ptimas y escalabilidad
paralela [13, 14].

Aunque la version original del algoritmo Parareal presenta dificultades para encarar
problemas Hiperbdlicos de segundo orden [15], en el afio 2006 C. Farhat et al introduje-
ron modificaciones al algoritmo Parareal [16], mostrando un buen desempefio del algorit-
mo modificado para problemas Hiperbdlicos lineales de segundo orden en problemas de
dindmica estructural [17] y en el 2008 también en problemas no lineales de dindmica es-
tructural [10], este algoritmo fue denomindado Parallel Implicit Time-Integrators (PITA).
En el ano 2002 Y. Maday et al también introdujeron modificaciones al algoritmo Parareal
original [18], resultando en un algoritmo equivalente al Parareal original en problemas li-
neales, pero prestando un mejor desempeio en los problemas no lineales, al mismo tiempo
esta modificacion del Parareal original permite la generalizacion del mismo a virtualmen-
te cualquier integrador temporal. En el afio 2006, en la referencia [5] fue demostrado que
PITA vy el algoritmo Parareal modificado por Y. Maday en [18] son idénticos en el caso
lineal, pero difieren en el caso no lineal [17].

Puesto que el algoritmo Parareal es completamente independiente del problema, deja
mucha flexibilidad en la eleccién de un esquema de discretizacion temporal [11]. Te-
niendo en cuenta la generalidad que presenta el algoritmo Parareal, se hace sumamente
interesante estudiar la propuesta hecha por D. Mercerat et al en el afio 2009, para atacar
los problemas Hiperbdlicos lineales de segundo orden, ya que a diferencia de la pro-
puesta de C. Farhat, D. Mercerat sugiere usar la version original del algoritmo Parareal,
aprovechando de esta manera la generalidad del mismo, con la restriccion de utilizar en la
discretizacion temporal de la particion gruesa del dominio temporal el esquema numérico
conocido como Discountiunuos Galerkin (DG), logrando de esta manera mitigar los pro-
blemas de estabilidad que se presentan en los problemas Hiperbolicos lineales de segundo
orden. Esta eleccion es motivada por el problema inherentemente discontinuo que se tie-
ne que resolver por el solver > de la particién gruesa en el contexto del Parareal [12]. Es
importante hacer notar que el algoritmo Parareal no puede exceder la precision o la esta-
bilidad del esquema numérico que estd siendo empleado [11], teniendo en cuenta esto se
utilizard en la discretizacion espacial el esquema numérico conocido como Spectral Ele-
ment Method (SEM), puesto que presenta una convergencia exponencial para soluciones
suaves [19].

Para el estudio de los modos de propagacién de las ondas electromagnéticas en las
guias de ondas, independientemente de la forma que asuman estas, se estudian las ecua-

2Solver hace referenecia a un método numérico que soluciona un problema dado.
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ciones de Maxwell, sujetas a diferentes condiciones de frontera dependiendo del proble-
ma analizado [20]. Las ecuaciones de Maxwell junto con la ecuacién de continuidad que
expresa el principio de conservacion de la carga y la ecuacion de fuerza de Lorentz, cons-
tituyen la base del electromagnetismo. Cualquier fendmeno clasico puede explicarse en
base a estas seis ecuaciones [6]. Un proceso que generalmente suele seguirse para ob-
tener soluciones de los campos: Intensidad de Campo Eléctrico e Intensidad de Campo
Magnético, es combinar las ecuaciones de Maxwell de tal manera que se elimine uno de
los campos mencionados anteriormente, para dar una EDP conocida como ecuacion de
onda, que es una ecuacion hiperbdlica lineal inhomogénea de segundo orden, si se consi-
dera al medio de propagacién como el aire o el vacio, caso que se plantea en el presente
trabajo, la ecuacion descrita anteriormente se torna homogénea [20].

Es importante mencionar que el campo mas valioso de aplicacion de las microondas
es el de telecomunicaciones, en este terreno las microondas actdan generalmente como
portadoras de informacién, mediante una modulacién o codificacion apropiada. Algunos
de los estandares que operan en el rango de frecuencias de las microondas son el Bluetooth
y el WiFi, también las centrales telefonicas utilizan este rango de frecuencias para las
comunicaciones satelitales, en el tramo de subida/bajada de sefiales a las antenas e incluso
los teléfonos celulares operan en el rango de frecuencias de las microondas. Ademas
se puede citar otras aplicaciones en este rango de frecuencias como ser los sistemas de
radares y también el de hornos de microondas.

Por otro lado, resolver el problema de esparcimiento de ondas electromagnéticas me-
diante la formulacién de control, es equivalente a resolver dos ecuaciones de onda ho-
mogéneas como las anteriormente descritas, que corresponden a la ecuacion de estado y
la ecuacion adjunta del problema [6]. Razén por la cual el trabajo desarrollado propone
una alternativa eficiente de solucion al problema de esparcimiento de ondas, basdndose
en el trabajo previo del Ing. Inocencio Ortiz, titulado: Formulacion de Control para el
Problema de Esparcimiento de Helmholtz [6].

El trabajo a desarrollar se hace relevante en dos aspectos, uno de ellos es por la poten-
cial contribucion del algoritmo Parareal en la 4gil obtencion de soluciones cada vez mds
precisas en las simulaciones de las ecuaciones de Maxwell. El otro aspecto relevante de
este trabajo es que cubre la necesidad del uso eficiente de los nuevos supercomputado-
res/clusters, puesto que el esquema numérico a obtener se podrd ejecutar en la cantidad
de computadores que se tengan conectados en red disponibles.

El presente trabajo se basa principalmente en las recomendaciones hechas por D. Mer-
cerat [12], el mismo innova al encarar un problema bi-dimensional, dejando una completa
documentacion que describe los fundamentos y las técnicas de aplicacién de los métodos
numeéricos utilizados en el desarrollo del trabajo, resultando en un material autocontenido.
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(a) Medicién de campos electromagnéticos radiados por una antena
en una camara anecoica e imagen del soporte de la antena.

(b) Imdagenes de la simulacién del patrén de ganancia de la antena
(borde superior izquierdo) y patrén de radiacidn de los campos elec-
tromagnéticos sobre la antena y su soporte (borde inferior derecho).

Figura 1.1: Imdgenes capturadas de la simulacién de campos electromagnéticos radiados
de una antena para la estacion espacial internacional.
Fuente: [21].
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(a) Imagen de un Robonauta para la estacion espacial inter-
nacional.

(b) Imégenes de la simulacién del patrén de radiacién de
los campos electromagnéticos sobre el Robonauta.

Figura 1.2: Imédgenes capturadas de la simulacion de campos electromagnéticos radiados
por una antena monopolo sobre un Robonauta.
Fuente: [21].
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- CAPITULO2
TEORIA ELECTROMAGNETICA

2.1. Ecuaciones de Maxwell

Los campos electromagnéticos macroscopicos cldsicos en R3 son descritos por cuatro
funciones vectoriales de la posicién z € R3 y del tiempo ¢ € R, llamados Intensidad de
Campo Eléctrico £, Desplazamiento Eléctrico D, Induccion Magnética B e Intensidad
de Campo Magnético H' [22, 23]. Los campos D'y B pueden ser suprimidos de la for-
mulacién matematica mediante apropiadas leyes constitutivas dependientes del medio en
consideracion. Asi, £ y H son llamados campos fundamentales.

Los campos electromagnéticos son originados por distribuciones de cargas eléctricas
estdticas y/o flujos continuos de cargas, (corrientes). La distribucion de cargas es especifi-
cada por una funcién escalar p conocida como densidad de carga, en tanto que la corriente
es especificada por una funcién vectorial 7 conocida como densidad de corriente.

En términos de los cuatro campos arriba citados y con las funciones p y J dadas, las
ecuaciones de Maxwell en forma diferencial son:

oB
5 FVxE =0, 2.1)
V-D = p, (22)

D
—%—tJerH = J, (2.3)
V-B = 0, 24)

donde V es el operador “nabla”. Las ecuaciones (2.1) - (2.3) son la Ley de Faraday, la Ley
de Gauss y la Ley de Ampere generalizada, respectivamente. La ecuacion (2.4) expresa
la naturaleza solenoidal de la inducciéon magnética, es decir que no existen monopolos
magnéticos.

2.2. La ecuacion de ondas

Para analizar la interaccidén de un campo electromagnético con un medio material se
introducen dos leyes constitutivas que relacionan los campos Dy B con £ y H respecti-
vamente. Estas leyes constitutivas son:

D = ¢, (2.5)
B = uH, (2.6)

'En adelante los llamaremos Campo Eléctrico, Desplazamiento Eléctrico, Induccién Magnética y Cam-
po Magnético respectivamente
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donde € y u son la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética respectivamente
[24]. En medios heterogéneos, anisotropos, y no lineales, € y z son magnitudes tensoriales
que pueden depender de manera complicada del campo electromagnético (Ver [24] para
el estudio en medios materiales).

Con las ecuaciones (2.5) y (2.6), obtenemos las ecuaciones de Maxwell en términos
de los campos fundamentales £ y H.:

a(gzﬂw £ = 0, @2.7)
V-(cE) = p (2.8)
8(55)+v " = J, 2.9)
V-(uH) = 0. (2.10)

En el vacio € y p son escalares constantes y denotados por €, y 1. En este trabajo
el medio en consideracion sera aire, para el cual es valido usar €j y jy cuyos valores en
unidades del SI son; ¢y ~ 8,854 x 1072 Fm™! y pg = 47 x 1077 Hm™!. Asf, para el aire
tenemos:

%—7:+V><5 — 0, 2.11)
V- = p, 2.12)
_eog—f+vXH -7 (2.13)
V-H = 0. (2.14)

De las soluciones generales de las ecuaciones de Maxwell (2.1) - (2.4), existen dos
situaciones particulares que tienen importancia practica. En primer lugar, la electrostatica
y la magnetostatica en las que las funciones p y 7 son constantes y, por tanto, %f = %f =
0.La segunda 51tua010n particular corresponde al caso en que, siendo p = J = 0, se tiene
que 7é 0 y 7é 0, esto se interpreta como que en ausencia de cargas existen campos
electromagnetlcos variables, situacion que se da en la propagacion de ondas en el vacio y

también en el aire. Estos campos constituyen las llamadas ondas electromagnéticas [23].

2.2.1. Ecuacion de ondas para el espacio libre

Al estudiar la propagacion de las ondas electromagnéticas en el aire, se tiene en cuenta
que p = J = 0, resultando asi que las ecuaciones de Maxwell (2.11) - (2.14) se reducen
al siguiente sistema de ecuaciones homogéneas:

%—7: +Vx€& = 0, (2.15)
V-& =0, (2.16)

—eo% +VxH = 0, (2.17)
V-H = 0. (2.18)
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Mostraremos ahora que este sistema de ecuaciones admite soluciones no nulas para
los campos £ y ‘H, y que constituyen las llamadas ondas electromagnéticas.

Tomando el rotacional de la ecuacién (2.15) y utilizando la ecuacién (2.17) obtene-
mos:

2
VX(VXS)——VX( (‘97-[) 0 ad

) = g — = = —. 2.19

Hoy M&WXH) Hoco" 55 (2.19)

Considerando ahora la identidad V x V x A = V(V - A) — AA, donde A = V?

es el operador laplaciano [25], y teniendo en cuenta la ec. (2.16), en la cual se tiene que
V - & =0, se llega a la siguiente expresion:

Vx(VxE=V(V-&—AE=-AE, (2.20)
usando las ecuaciones (2.19) y (2.20) obtenemos:

o'
ot?

llamada ecuacion de onda para £, debido a que sus soluciones son campos eléctricos que
se propagan en el espacio.

Como en cualquier punto del espacio este campo £ varia con el tiempo, existird (de
las ecuaciones de Maxwell) un campo ‘H no nulo también variable en el tiempo y que se
propaga en el espacio. Del mismo modo, pudimos haber eliminado £ de las ecuaciones
de Maxwell, con lo cual obtendriamos la ecuacion de onda para H.:

2
AH - ,LL()G()%—:: = 0, (222)
la cual tendria por solucidon campos magnéticos que se propagan en el espacio, y que
a su vez al ser variables en el tiempo generarian campos eléctricos que se propagan.
Asi, las ecuaciones de Maxwell implican la existencia de ondas de campos eléctricos y
magnéticos. Como la existencia de uno de los campos implica la existencia del otro, al
conjunto onda électrica y onda magnética se lo denomina onda electromagnética [23].

Si bien en una onda electromagnética siempre estan presentes los campos £ y H, basta
con obtener la solucidn de la ecuacion de onda para uno de ellos, pues el otro podra calcu-
larse a partir de las ecuaciones de Maxwell. Por razones practicas se acostumbra trabajar
con el campo eléctrico. Adoptaremos esa costumbre y en adelante analizaremos sélo la
ecuacion de onda (2.21) para el campo & [23].

AE — jigeg— = 0, 2.21)

2.2.1.1. Dominios de solucion de la ecuaciéon de onda: ventajas y desventajas de
cada uno

Como las ecuaciones de Maxwell pueden ser expresadas tanto en el dominio de la
frecuencia como en el dominio temporal, una soluciéon numérica a un problema electro-
magnético puede buscarse ya sea en el dominio temporal o en el dominio de la frecuencia.

Juan Gavilan 17 Eduardo De Los Santos



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

En principio es suficiente buscar la solucion solamente en uno de los dominios mencio-
nados, porque la solucién en el otro dominio siempre puede obtenerse utilizando la trans-
formacion propuesta por Fourier.

Sin embargo, como el procedimiento de solucion en cada dominio es diferente, am-
bas soluciones poseen diferentes ventajas. Por ejemplo, cuando un método numérico es
empleado para resolver las ecuaciones de Maxwell en el dominio de la frecuencia, se tie-
ne que resolver un sistema lineal de ecuaciones (ecuacion matricial) para cada frecuencia.
Sin embargo, para un problema electromagnético general, el sistema matricial es indepen-
diente de la excitacion. Una vez que se invierte o factoriza la matriz, se vuelve trivial la
busqueda de una solucién para una nueva excitacion. Esta caracteristica hace que el méto-
do numérico en el dominio de la frecuencia sea ideal para andlisis de esparcimiento de
ondas electromagnéticas, donde uno frecuentemente esta interesado en el esparcimiento
de las ondas electromagnéticas a causa de ondas planas incidentes en varias direcciones,
y este dominio probablemente es considerado menos atractivo para el andlisis de antenas,
donde la cantidad de excitaciones diferentes es usualmente pequeno y la respuesta sobre
un gran rango de frecuencias es tipicamente requerido.

Por otro lado, cuando es adoptado un método numérico para resolver las ecuaciones
de Maxwell en el dominio temporal, se tiene que buscar una solucién mediante el avance
temporal para cada excitacion. Una vez obtenida la solucion en el dominio temporal, se
puede estudiar la solucion sobre un amplio rango de frecuencias usando la transformacion
de Fourier. Sin embargo, la totalidad del proceso de solucién debe repetirse para una
excitacion nueva. Por lo tanto, el método numérico en el dominio temporal es ideal para
el andlisis de antenas, donde uno estd frecuentemente interesado en una solucién que
abarque un amplio espectro de frecuencias para una Gnica o pocas excitaciones [1].

Debido a la importancia de los métodos numéricos en el dominio temporal para el
andlisis de antenas, el presente trabajo encara la solucién de la ecuacién de ondas (2.21)
en el dominio temporal.
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CAPITULO 3
DISCRETIZACION ESPACIAL

3.1. Método de Elementos Espectrales

Los métodos espectrales globales utilizan una representacion simple de una funcién
u(z,t) en todo el dominio de definicién de la misma, mediante una expansion en serie
truncada, por ejemplo,

N

u(z,t) =~ uy(x,t) = Zun(t)@l(x),

n=0

donde ®,,(z) son las funciones base. Esta serie es reemplazada en la ecuacién diferencial
(o integral) y mediante la minimizacién de la funcion residual, los coeficientes descono-
cidos u,(t) son calculados. Las funciones base pueden ser los polinomios de Chebyshev
T, (x), los polinomios de Legendre L, (z) (frecuentemente utilizados), o cualquier otro
miembro de la familia de los polinomios de Jacobi P%*.

Los métodos espectrales se pueden clasificar en dos categorias: el pseudo-espectral o
métodos de colocacion y el modal o métodos de Galerkin. La primera categoria esta aso-
ciada con un mallado, esto es, a un conjunto de nodos, y debido a esto se lo refiere como
métodos nodales. Los coeficientes desconocidos u,,(t) son obtenidos exigiendo que la
funcidn residual sea exactamente nula en el conjunto de nodos conside-rado. La segunda
categoria estd asociada con el método de residuos ponderados, donde la funcién residual
es ponderada con un conjunto de funciones test que luego de integrarla en el dominio de
definicion de la funcidn test, es igualada a cero. Otra diferencia a resaltar entre el método
nodal y el método modal, es que en el método nodal los coeficientes representan el valor
de la variable fisica en el nodo, a diferencia del método modal.

Los métodos de elementos espectrales (SEM) Spectral Element Method, son usual-
mente vistos como una generalizacion de los elementos finitos (FEM) Finite Element
Method basados en la utilizacion de funciones polinomiales a trozos. La caracteristica
fundamental del método espectral, es su capacidad de proveer un incremento arbitrario
en la precision, simplemente aumentando el grado de las funciones polinomiales apro-
ximantes. Sin embargo el incremento del grado espectral implica aumentar el esfuerzo
computacional de cdlculo del problema encarado.

Por otro lado, uno puede manipular el refinamiento de la malla para mejorar la preci-
sion de la solucion numérica, siguiendo de esta manera el enfoque de los elementos finitos
estdndar. Debido a esto, los métodos de elementos espectrales son también conocidos co-
mo métodos “/hp”, donde “h” se refiere al tamafio de los elementos del mallado y “p” al
grado de los polinomios.
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Aunque en el desarrollo de la formulacion de Galerkin para los elementos espectrales
/hp, se utilizan expansiones polinomiales de alto orden, la teoria es tomada de la tradicio-
nal técnica de los elementos finitos, la cual estd muy bien documentada en varios textos
[26, 19, 27, 28].

3.2. Método de Residuos Ponderados

En la aproximacion numérica de una solucion exacta, tipicamente se reemplaza una
expansion infinita con una representacion finita. Tal aproximacion necesariamente signi-
fica que la ecuacion diferencial no puede ser satisfecha en todo el dominio de interés y
por lo tanto s6lo podré satisfacer una cantidad finita de condiciones. Es esta eleccion de
las condiciones que se tienen que satisfacer lo que define el tipo de método numérico u
operador proyeccion del esquema numérico. Por ejemplo, el método de colocacion se re-
fiere a un método donde la ecuacion diferencial es satisfecha en algunas de las diferentes
posiciones del dominio en vez de en todo el dominio de la solucion.

El método de residuos ponderados ilustra cémo la eleccion de las diferentes funciones
de ponderacién (o funciones test) en una formulacién integral (o débil) de la ecuacién
diferencial, puede ser usada para construir varios de los métodos numéricos comunes.

Para describir el método de residuos ponderados se considera una ecuacion diferencial
lineal, denotada por

L(u) =0, 3.1

en un dominio Q2 x (0,77, sujeto a condiciones iniciales y de frontera adecuados. Se
asume que la solucion u(z, t) puede ser representada con precision mediante la solucion
aproximada de la forma

Ndof

u (2, 1) = up(z,t) + Y u;(t) (), (3.2)

i=1

donde ®;(z) son funciones analiticas llamadas funciones base, u;(t) son los Ny, s coefi-
cientes desconocidos, y ug(z,t) es seleccionado para satisfacer las condiciones iniciales
y de frontera. Es importante resaltar, que por definicion, ®,(x) satisface condiciones de
frontera homogéneas (i.e., frontera de Dirichlet nulas) puesto que la funcién conocida
up(z,t) ya satisface las condiciones de frontera del problema. Substituyendo la aproxi-
macion (3.2) en la ecuacién (3.1) produce un residuo no nulo R:

L(u) = R(u®). (3.3)

Aunque la aproximacion tiene la forma dada por la ecuacion (3.2), no se dispone una unica
manera de determinar los coeficientes desconocidos u;(t). Para solucionar este problema,
se puede imponer una restriccion sobre el residuo R, lo cual reducira el problema inicial
a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en w;(t).
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Para definir el tipo de restriccion que se impondra sobre el residuo 2, primero se debe
introducir el producto interno de funciones (f, g) en el dominio 2, definido como:

(f.9) = / f(@)g(z)dz. (3.4)

La restriccion impuesta sobre R es tal que el producto interno del residuo con respecto a
una funcién test (o funcién de ponderacion) es igual a cero, esto es,

(’Uj(x)?R):Oa j:17-"7Ndof>

donde v;(x) son las funciones tests. Luego se dice que el residuo ponderado es nulo y es
de esta expresion que la técnica toma su nombre.

Segin Ny, — 00, el residuo IR tiende a cero, puesto que la solucion aproxima-
da u’(x,t) se acerca a la solucién exacta u(x,t). La naturaleza del esquema numérico
estd determinada por la eleccién de las funciones base ®;(x) y las funciones test v;(z).

3.2.1. Método de Galerkin

En el método de Galerkin (también conocido como método de Bubnov - Galerkin),
las funciones tests (o funciones de ponderacion) son escogidas para ser las mismas que
las funciones base, esto es v;(z) = ©;(z).

El método de residuos ponderados ilustra como construir las diferentes técnicas numé-
ricas y define el operador proyeccioén que estd siendo empleado en cada método. No de-
fine el tipo de funciones base o espacio de funciones de aproximacion, aunque el uso
de la terminologia espectral o elemento finito nos proporciona mayor informacion. Es
generalmente entendido que los métodos espectrales utilizan un conjunto de funciones
base globales, esto es, las funciones base ®;(z) tienen una definicién no nula a través del
dominio de la solucion. Los elementos finitos, o alternativamente la técnica de volumen
finito utiliza un conjunto de funciones base ®;(x) que estan definidas solamente un una
region local finita. En la expansion de elementos finitos, estas regiones son tipicamente
construidas mediante un mosaico de elementos poligonales (generalmente tridngulos por
adaptarse mejor a los dominios con forma poligonal). En teoria, tanto las funciones del ti-
po espectral como asf las del tipo elemento finito pueden ser usados con cualquier método
numérico.

3.2.2. Formulacion de Galerkin
Los métodos de elementos finitos tipicamente utilizan la formulacion de Galerkin
[19], esta formulacién es la que se adopta en el presente trabajo.

3.2.2.1. Forma fuerte y definicion de las condiciones de frontera

La formulacion del comportamiento de los campos electromagnéticos en el aire en
su forma fuerte se da en la ecuacion de onda (2.21), obtenida a partir de simplificacio-
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nes de las ecuaciones de Maxwell (2.1) - (2.4), imponiendo condiciones de frontera, la
formulacién fuerte del problema se muestra en la ecuacién (3.5) .

ug — AAu = f(x,t) en  Qx(0,T], QCR?%
u(z,t) = gp(x,t) sobre 0Q x (0,7T],
u(r,0) = po(r) en €
w(@,0) = p(a) en Q.
donde = (z1,22), 2 = (0,1) x (0,1), 02 = 0Qp (frontera de Dirichlet) y ¢ € R es
una constante. La ecuacion (3.5) surge en varios problemas fisicos y de ingenieria.

(3.5)

3.2.2.2. Forma débil e imponiendo las condiciones de frontera de Dirichlet: des-
plazando una solucién conocida

Sea ) un conjunto abierto acotado de R¢ (d = 2, 3), con frontera 92 que por tramos
pertenece a C'L.

Problema planteado. Dados f € L?(L*(Q);0,T), gp € L*(HY?(09);0,T) , po(z) €
H}(Q)ypi(z) € L*(Q), encuentre u(z, t) definida en 2 x (0, T, solucién de la ec. (3.5).
Para construir una aproximacién débil para la ecuacion

L(u) = uy — Au— f =0, (3.6)

Suponga que u(x,t) € L*(H?*(Q);0,T), luego multiplique esta ecuacién por una
funcion test v(x) € V (V es el espacio de las funciones tests), que por definicion es
cero sobre toda frontera de Dirichlet 0S)p [19, 27], y luego integre en el dominio 2 para
obtener el producto interno de £(u) con respecto a v(x) (de ahora en mas es utilizara v
para denotar v(x) y u para denotar u(z, t)):

(v, L(u)) = / v (uy — Au— f)dz = 0. 3.7)
Q
Note que la ec. (3.7) es equivalente a igualar a cero el residuo ponderado, si se utiliza u’
tal que sea una aproximacion de u (recuerde que £(u®) = R(u’)) luego la ec. (3.7) serfa
equivalente a la condicién (v, R) = 0.
El siguiente paso importante en la formulacion de Galerkin espectral /hp, es aplicar
el teorema de divergencia de Gauss (identidad de Green) a

/ v (uy — f)dw — ¢ / vAudr =0 (3.8)
Q Q
para obtener
2 du 2
v (uy — f)dr —c v—dz + ¢ Vv - Vudz = 0. (3.9)
Q oo On Q

'Es importante destacar en este punto que por cuestiones de comodidad en este capitulo se considera al
campo con la variable u y ademds que la derivada temporal se representa por u; en vez de %.
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Como las funciones tests estan definidas para ser nulas sobre las fronteras de Dirichlet, es
sabido que v| a0, = 0, por lo tanto la segunda integral se anula, y se obtiene:

/ v (ugy — f)de + 02/ Vv - Vudr =0, Yv e V. (3.10)
Q Q

Analizando la ec. (3.10) se puede notar que la condicion suficiente para v es pertenecer
a L*(H'(Q);0,T), debilitando asi las condiciones inicialmente requeridas para .

La accion de desplazar una solucidon conocida es equivalente a descomponer la so-
lucién w en una funcién conocida, uP, la cual satisface las condiciones de frontera de
Dirichlet, y una funcion desconocida homogénea, uH, 1a cual se anula en las fronteras de
Dirichlet, las condiciones del problema dadas mas arriba, garantiza la existencia de una
funcién u® € L*(H'(Q2);0,7) tal que uP|,, = gp(z,t) [27].

Sea u = uf 4+ uP, luego u = 0, y si u es solucion de la ec. (3.10), luego

7
20
uH € L2(H}(9);0,T) es solucién de la siguiente ecuacién:

/vugdx+c2/VU-Vqux:/vfdx—/vugdx—CQ/Vv-VuDdx, Yu € V.
Q Q Q Q Q 31D

Como en la formulaciéon de Galerkin el espacio de funciones base es el mismo que el
espacio de las funciones test, tenemos que V = H; ().

El problema débil (3.11) es atin un problema de dimensién infinita, puesto que los es-
pacios de funciones base y funciones test, H'(2) y H}(£2) respectivamente, poseen una
cantidad infinita de funciones en sus bases de representacion. Debido a esto, selecciona-
mos subespacios X° (X° C H'(Q)) que contienen una cantidad finita de funciones en sus
bases de representacion. La aproximacion de Galerkin del problema (3.5) es la solucién
a la forma débil de la ec. (3.11) cuando la solucién exacta u es aproximada mediante una
expansion finita, denotada por u® € L*(X?%;0,T). La funcién v en la ec. (3.11) es también
reemplazada por una expansion finita, denotada por v° € V° C V, de esta manera se tiene:

uw = uP +u™ (3.12)

donde
uP e L2(X%:0,T) 'y utelL*V%0,T).

Ahora la ec. (3.11) se transforma en:
/ voulde + 02/ Vo - Vultdr = / v fodx — / vouldr — 02/ Vv - VuPda
Q Q Q Q Q

(3.13)
para todo v° € V7.
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3.2.2.3. Particionamiento del dominio de la solucion

Cuando se utiliza un método tipo A el dominio de la solucién es dividido o particio-
nado en subdominios o elementos no-superpuestos mediante una triangulacion regular
T (Q) de tridngulos (aproximadamente equildteros), dentro de los cuales son definidas las
funciones base y tests.

Sea € C R?, un poligono abierto de frontera 92, se lo puede particionar en un ma-
llado conteniendo N, elementos, denotando por )¢ a cada elemento triangular abierto
(no vacio), tal que la unién de la clausura de los elementos no-superpuestos sea igual al

dominio original, esto es,
Nel
Q= UW, donde Q"N =() para r#s y QA0 Ve=1,...,Ng.
e=1

Note que, puede darse el caso en el cual la frontera de un elemento Q¢! € T (2) es también
la frontera de otro elemento {2°%, en tal caso €2°* y 2°? son adyacentes, o puede ocurrir
que parte de la frontera de (2! es una parte de la frontera OS2 de 2.

Definicién 1 Toda descomposicion de Q verificando las propiedades citadas mds arriba
es denominada triangulacion de §).

(Ver [19, 27] para mayores detalles).

3.2.2.4. Operaciones en los elementos ()¢

Mis adelante se explicard como integrar y diferenciar en el interior de una region
estandar ()g; sin embargo, en la practica se necesita desarrollar estas operaciones en re-
giones elementales, €2, que pueden ser de forma y orientacion genéricas, como se muestra
en la Figura 3.1. Para considerar este caso se necesita definir una funcion biyectiva entre
las coordenadas Cartesianas = = (x1, z2) que describen un elemento genérico Q¢ y las
coordenadas locales Cartesianas £ = (1, {&2) que describen el elemento estandar 2, tales
funciones se denotaran cémo sigue:

r=x1(6), w2 =x3(8)-

Por ejemplo, para mapear una region triangular (como en la Figura 3.1) asumiendo
que las coordenadas globales { (x4, z4'), (22, 25), (2{, 25)} del tridngulo son conocidas,
podemos usar la siguiente funcién de mapeo:

—&o — 1 1
xi:Xi(fb&):x? §22 £1+$f —;gl—i-:b’ic —;&

. i=12 (3.14)
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e
t

Figura 3.1: Para construir una expansioén de funciones pertenecientes a C° a partir de
multiples elementos de diferentes formas, cada regién elemental €2 es ma-
peada a una region estandar €2, en la cual todas las operaciones son evalua-
das. Fuente: [19].

3.2.2.5. Ecuacion semidiscreta

Después de la triangulacién 7 (€2), se tiene el conjunto de todos los nodos de Fekete
Og (se invita al lector a revisar el Apéndice A, donde se desarrolla la justificacion de la
eleccion de estos nodos), luego los nodos de la frontera 0€2 son Oy = Og N L.

Sea {®, (2), ..., Dy, ()} C {®y(),..., PNy, ()} una base de V° (se invita al
lector a referirse al Apéndice A, donde se define las funciones ®;(x) como polinomios
de Lagrange de orden P sobre los nodos de Fekete, demostrando que con esta eleccion,
las funciones ®;(z) pertenecen a los espacios discutidos en la seccién 3.2.2.2), note que
J ={li,.. ., Ing} € {L,..., Nt} = C es un conjunto de indices de cardinalidad
Naof < Nror — 2 (la cota maxima se da cuando se considera un problema unidimensional
con condiciones de frontera de Dirichlet). Ahora, sea {®4, (2),. .., P4y, ()} una base de
x°, definida sobre los nodos de frontera ©q = {a,},ep, donde D = {dy,...,dn,} C
{1,..., Nro} es un conjunto de indices de cardinalidad NV,.

Observe que C' = {1,...,Nrys} = DU Jy DN J = (. Ademds, sea:

ut = Zuj(t)Qj(x), uP = ng(ar,t)CDT(x) y f°= Zf(as,t)q)s(x). (3.15)

jeJ reD seC

Reemplazando las aproximaciones que se muestran en la ec. (3.15) y considerando
v’ = ®;(x), donde i € J, enlaec. (3.13), y nombrando ® a ®(z), se tiene:
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/ (Z u;(t j) dz + ¢ /Q Vo, -V (Z uj(t)¢>j> dr =

JjeJ jeJ
/ (Zf aS? )dﬂf _/ (Z gD CLT, r) dz
seC reD tt
— 02/ Vo, - (Zg a,t )dx VieJ (3.16)
Q reD

Considerando la linealidad de los operadores, la ec. (3.16) puede ser expresada como:

Zilj(t)/qﬂbdx—l—cQZu] /vq>i-vq>jdg;:

jeJ JjeJ
Zf(a&t)/(b o dx_ZgD Qy, )/ ¢Z®rdx
seC reD Q
—CQng(ar,t)/VCDZ--V@,,dx, VieJ (3.17)
reD Q
MU(t) + cKU(t) = b(t), (3.18)
donde

Q
Kij = / Vq)l . V(I)jdl',
Q

= Zf(a57t)/ x)dr — ZQD ar, /CD D, dx (3.19)

seC reD

—c ngar, /V@ Vo,.dx,

reD

U;(t) = u;(t), Vi,je

Por otro lado, las integrales que se muestran en la ec. (3.19), se pueden representar
como sumatoria de las integrales en cada elemento ()¢, segiin se muestra a continuacién:
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M= Y /ECDCI)d:c

QeeT ()
Kj= > /vq> - VO;da,
QeeT(Q
bi(t) =Y flan )] S /de Y gnlannd Y /Mdaz
seC QeeT(Q reD QeeT(Q

—CQZgD(ar,t) Z /VCDZ» Vo,dx p,

(3.20)

3.2.2.6. Integracion en una region elemental genérica ()°

Se denota una region triangular genérica por 2¢, la cual se representa mediante el
sistema de coordenadas global Cartesiano (1, 2) en dos dimensiones. Para integrar sobre
(2¢ primero se mapea esta region a la region estandar €2, la cual se representa mediante
el sistema de coordenadas local Cartesiano (&1, &,) y de esta manera se tiene:

/ u(m,xg)dmdxg = / U(§1,§2)J2Dd§1d§2. (321)
e Qst

Donde J,p es el determinante del Jacobiano en dos dimensiones, que es aplicado a la
transformacion que se muestra en la ec. (3.14), definida como:

Ozx1  Ox1
9% 9% Ox, 0xy  Oxy O
J2p = = - : 3.22
P o on | 0606 06 06 (3:22)
CIS N3

Como la funcién de mapeo es conocida (i.e 71 = x1(&1,&2) y 22 = x2(&1, &2)), se pueden
calcular todas las derivadas parciales indicadas para determinar J>p. La simplicidad de la
funcién de mapeo causa que las derivadas parciales, y por lo tanto J5p, sean constantes
para cada regién triangular. Para la funcion de mapeo escogida, Jop toma la siguiente
forma:

1 ot a1
Jop = 1 D A (3.23)
¢ 2§ 1
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3.2.2.7. Diferenciacion en una region elemental genérica ()¢

Para diferenciar una funcion en el interior de una regién elemental arbitraria {2¢, como
se ilustra en la Figura 3.1, se aplica una vez mds la regla de la cadena, para el caso
bidimensional, se tiene

o 06 0 | 08 o
81‘1 8$1 8{1 8$1 862

V= = . (3.24)
9 06 9 + 06 9
8$2 312 851 8$2 852

Como se indica en el paso anterior, es necesario calcular derivadas de la forma g& con

1 = 1,2y 7 = 1,2, que pueden ser expresadas en funcion de las derivadas de -~ Oz, 26> con
=1,2yj5 =12 las cuales pueden ser calculadas con mayor facilidad (revisar [19]

para mayores detalles) a@ -y dg estdn relacionados como sigue:

851 . 1 8x2 851 1 8m1 852 1 8x2 852 . 1 8x2

O0xy B Jap 3527 0z B _J2D 8527 Oy B _J2D 8517 Oy B Jap 852.

Ahora es mas simple calcular el operador gradiente bidimensional en la ec. (3.24), pues-
to que todas las derivadas parciales pueden ser expresadas en término de derivadas con
respecto a &1 y &, las cuales serdn calculadas utilizando las representaciones de los poli-
nomios de Lagrange, que serdn desarrollados més adelante.

3.2.2.8. Integracion en el interior de la region estandar (2,

La region triangular estandar Q,, = {(&1,&); —1 < £,6,6 + & < 0} expresada
en las coordenadas Cartesianas £ = (&;,&2), no posee una representacion conveniente,
pensando en la integraciéon Gaussiana unidimensional, puesto que la frontera superior de
la region triangular estd expresada en funcién de ambas coordenadas.

Puesto que la regla de integracion unidimensional es expresada mediante un intervalo
con frontera constante (esto es, [—1,1]), se necesita establecer una transformacién de
coordenadas, antes de aplicar esta técnica.

La transformacion de una region triangular a una regién acotada por constantes es
equivalente a mapear la region triangular a una regién cuadrangular, como se muestra en
la Figura 3.2.

El mapeo de una region triangular a una region cuadrangular es:

1
m=2tS g,

1—-& (3.25)
12 = &a.

Estas nuevas coordenadas locales = (71, 12) definen la region estandar cuadrangular

Q* = {(m,m); =1 < mi,m < 1}.

Juan Gavilan 28 Eduardo De Los Santos



Universidad Nacional de Asuncién Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrénica

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

A

(—1, 1) (1, 1)
ool th
h = 21 ) 1
(0,0)
e =& | E
- L+m)A—m) \
; . G=—5—"- 1 |
-L-1)  \  {L<D (—L-1) | T—1)
m= —1 m = 0 7)1\= 1 m = -1 n = 0 m = 1

Figura 3.2: Transformacién de una regién triangular a otra regién cuadrangular.
Fuente: [19].

Aplicando la transformacion mostrada en la ec. (3.25) en la ec. (3.21), se obtiene:

/ w(ér, E)dérdes =
Qst

/—11 /_T u(§1, &) d61dSy =

// 7)1,772 £)d771d772, (3.26)
s 72)

donde ((517572)) es el determinante del Jacobiano de la transformacion establecida en la ec.
(3.25) y puede ser expresado en términos de 7, y 72 de la siguiente manera:

(51,52) 1— 772
8(7717772) 2

El dltimo término en la ec. (3.26) puede ser aproximado utilizando la regla de cuadra-
tura de Gauss unidimensional, para llegar a:

1,1 1—
/ / (1, m2) ( 2772) dmdny ~
—1J-1

Q1—1 Q2—1 1 o
ZM{Z%MWMW Qﬁ}em)
j=0

=0

donde 7y, y 12, son los puntos de cuadratura en las direcciones de 7, y 7, respectivamente.
Las ponderaciones w; y w; usados en la ec. (3.27) corresponden a la regla estandar de la
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cuadratura de Gauss-Lobatto-Legendre, la cual incluye los puntos extremos del intervalo
[—1,1].

Cuando se elige una distribucién de puntos sobre los cuales integrar, los puntos de
cuadratura de Gauss-Lobatto-Legendre son preferidos ya que este conjunto de puntos
incluye los puntos extremos del intervalo [—1, 1], lo cual es de gran ayuda cuando se
establecen las condiciones de frontera.

Se introduce el simbolo 7]3 }f para denotar los P ceros del polinomio de Jacobi PP,
de orden P, tal que

PRl =0, i=01,...,P—1,

donde
op <Mp < <1l p.
Se pueden definir los ceros y ponderaciones que aproximan la integral mostrada en la
ec. (3.27), como se muestra a continuacion:

-1 i=0,
m=1{ Mg, i=1..,Q-2, (3.28)
1 i=Q-1
0,0 2 .
w," = 1=0,...,0Q — 1. (3.29)

0 QQ—D[Lo—1(m)

Enlaec. (3.29), Lg—_1(n) es el polinomio de Legendre (Lg_1(n) = PS’O).

Los ceros del polinomio de Jacobi nff}f no poseen una forma analitica, una manera de
calcularlos es mediante el uso de un algoritmo numérico, como por ejemplo el algoritmo
de Newton-Rhapson. Habiendo determinado los ceros, las ponderaciones pueden ser eva-
luadas a partir de la férmula mostrada en la ec. (3.29). Para realizar estas evaluaciones
se necesitaran los polinomios de Legendre, los cuales se obtendran a partir de la relacion
recursiva dada por:

Pyl (x) =1,
1
P (x) = Sla = B+ (a+ f+2)a],
a, Pr{i(x) = (a, + a}x) P (x) = @, P (x),

2+ 1)(n+a+8+1)(2n+a+ B), (3.30)

a,
a; = (2n+a+B+1)(0” - %),
ad=0C2n+a+p)2n+a+B+1)2n+a+ 8 +2),
ap =2(n+a)(n+p)2n+a++2).
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3.2.2.9. Ensamblamiento global de las matrices locales y conectividad de las regio-
nes elementales

Al separar la funcién global ®(z) en partes tales que estas sean sus restricciones a
las regiones elementales 2°, como se muestra en la Figura 3.3(a), se observa que el coe-
ficiente asociado a esta funcién global denotado por u, se distribuye también en ambas
regiones elementales. Sin embargo, cuando se necesita integrar esta funcién global con
respecto a alguna funcién u(z1, xs), como se muestra en la Figura 3.3(b), la integral debe
ser desarrollada localmente y luego se debe sumar las contribuciones locales para obtener
la integral de u(xy, x5) con respecto a la funcion global ®(x).

Global Local
i
U= N —
——="\ N — — \
CT=7 5\ T ==\
— | A\
= \_- j \\i-—‘—"'__-‘

(a) Expansion de la funcién global ®(x) en partes que son sus restricciones a
las regiones elementales.

1:/|+['_) J— w
e _lomm e aa)
ulxy,xs) u(wy, x2) b . N\ ’
P / e L / = - \\
e S _ - Y \ \
V__’_-»'——;_“:;: ﬁ_‘ ’ T s .;_-_e—;:“_;(',_,\\. N \\ ‘T- — ,__}\
— — - \ \
. 1

_— X — — — . \ | \

\\ — \\" 5 \,
- N — - y
\__.,_-—f-‘**"' \" I

(b) La integracién en la region global es la suma de las integrales en las regiones locales.

Figura 3.3: Interpretacion grafica de la integracion global a partir de la integracién local.
Fuente: [19].

Para obtener la integral global mencionada mas arriba, a partir de la suma de las inte-
grales locales, se necesita volver a enumerar apropiadamente los nodos globales que son
generados cuando se triangulariza el dominio, esta nueva enumeracion es la que determi-
nard el ensamblamiento global correcto de las matrices locales.

Analizando la nueva numeracion de los nodos de manera heuristica, un esquema de
numeracion global para los nodos de la frontera de las regiones elementales puede ser
planteado asumiendo como punto de partida, que la salida de un generador de malla para
elementos finitos es conocida, donde las coordenadas globales Cartesianas de cada vértice
son conocidas. Se inicia el esquema de numeracion mediante la asignacion de un nimero
a cada vértice de cada elemento €2° del mallado. En el método de elementos espectrales
/hp, también se requiere una numeracion global de todos los nodos sobre la frontera 92°
y en el interior de cada elemento 2°, segtin sea el caso. Utilizando la numeracién de las
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"y
R O T O
]

(a) Grafico del esquema de numeracién (b) Gréfico del esquema de numeracién
global de los nodos. local de los nodos.

Figura 3.4: Gréficos del esquema de numeracién de los nodos. Fuente: [19].

coordenadas globales de los vértices de cada elemento 2¢, las fronteras 92 pueden ser
identificadas de manera tinica usando las numeraciones de las coordenadas globales de los
vértices de (¢ que estdn situadas en los extremos de cada frontera 0€2°. La numeracion
global de los nodos a lo largo de cada frontera 0€2¢ que atin no fueron numerados, puede
ser definida posteriormente. Un ejemplo de este tipo de numeracion global se muestra
en la Figura 3.4(a) donde se observa que los vértices globales de los elementos (2¢ son
numerados primeramente, y luego se numeran los nodos sobre la frontera 02 que aun
no fueron numerados, de acuerdo a la numeracion de los nodos en los elementos 2¢ mos-
trada en la Figura 3.4(b). Finalmente, en caso de requerirse la numeracion de los nodos
interiores del elemento ()¢, estos pueden realizarse de manera posterior a la numeracién
detallada con anterioridad, sin crear conflicto alguno con la numeracién de los nodos rea-
lizada previamente.

Con el esquema de numeracion explicado, y clasificando los datos como se sugiere
en el trabajo de Cartensen et-al [26]. El proceso de ensamblamiento de las matrices de
masa y rigidez, y el ensamblamiento de la matriz del lado derecho de la ec. (3.18) es
desarrollado como se muestra en [26].
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CAPITULO 4
DISCRETIZACION TEMPORAL

4.1. Método de Galerkin Discontinuo

Generalmente, cuando los métodos de Galerkin Discontinuo (DG) Discontinuos Ga-
lerkin method, son aplicados a problemas hiperbdlicos de segundo orden, como el que se
muestra en la ec. (3.18), primero se requiere que el problema sea reformulado como un
sistema de ecuaciones hiperbdlico de primer orden, para el cual los métodos DG estan
disponibles [29, 12, 30]. Por comodidad se vuelve a escribir a continuacién la ecuacién
semi discreta (3.18).

MU(t) + KU(t) = b(t). (4.1)

Reformulando la ec. (4.1) para reducir el orden del problema, se obtiene:

MV (t) + *KU(t) = b(t),

4.2)
U(t) — V(t) =0.
La ec. (4.2) se puede reescribir como:
AY(t) + BY(t) = q(t), (4.3)
donde
~( U(®) (0 M
o- () a-(4 %)
“4.4)

(8 w-(%)

4.1.1. Fundamentacion teorica del método DG

Para ilustrar las ideas bésicas del método DG, se considera el siguiente problema:

AY () +BY (1) = q(t),

4.5)
Y (#)l=o = Yo
El dominio temporal es discretizado, de tal manera que (0,7] = |J_' I, con I, =
(tn, tns1]. Luego, se integra la ec. (4.5) sobre I,,, con respecto a la funcién de ponderacién
w(t) como se muestra a continuacion:
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/ (AY(t) +BY(t) - q(t))w(t)dt =0, Yuwlt)eWytel,  (4.6)

In
desarrollando la integracion por partes sobre el operador diferencial, se tiene:

W(tns1)AY (tnsr) — w(tn)AY (¢,)
- / (W(t)AY (1) — (BY (1) — q(t))w(t))dt =0, Yw(t) e Wyte L, @.7)

In
En el enfoque estdandar de elementos finitos, se fuerza la continuidad del vector Y € Y
sobre las fronteras de I,, (VW e ) seran detallados mas adelante). La idea esencial del
método DG es que se le permite a Y ser discontinuo sobre las fronteras de [,, (en este
punto es importante resaltar que Y (¢,,) no estd definido en el intervalo /,,). Por lo tanto,
son definidos dos valores diferentes en ¢,,, como puede observarse en la Figura 4.1:

Y

tn-1 In-1 tn In tn+1 t

Figura 4.1: Definicion de Y (¢) en t,,. Fuente: Elaboracion Propia.

Y ' =Y({t)=1m Y(t,+¢) e Y, =Y(t,)= lim Y(t, —¢). (4.8)
e—0t e—0t

Ademais, note que Y es discontinuo solamente en las fronteras de /,,, la soluciéon Y
es suave en el interior de [, (en las definiciones de la ec. (4.8) puede observarse que
Y (t)) ¢ I, pero que Y () € I,,). No existe acoplamiento directo entre los intervalos.
Los valores de los vectores en un nodo, no son tnicos. Esta caracteristica es deseable para
problemas con discontinuidades internas, como los que pertenecen a ondas de choque

[31], y lo hace ideal para computacion paralela [32, 33, 12].
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4.1.2. Condicionamiento débil de la continuidad entre los elementos /,,

Para la soluciéon de problemas de contorno mediante el método estandar FEM, la
condicion de consistencia frecuentemente requiere que la variable y su derivada sean
continuas en el dominio computacional, lo cual implica la continuidad entre elementos
para estas variables [31].

En la formulacion estandar FEM, la continuidad entre elementos esta fuertemente
condicionada. Sin embargo, la formulacién DG relaja los requerimientos de continuidad,
asi la continuidad entre elementos esta débilmente condicionada, en [34] esta demostrada
la estabilidad, convergencia y también la condicion de consistencia del método DG. Como
ya se menciond anteriormente Y (¢,,) ¢ I,,, debido a esto se arbitra un valor para Y (¢,,) =
Y, € I,_1,y es este valor que serd considerado en la ec. (4.7), obteniéndose:

Wt )AY (ts1) — w(t) AY -
- / BOAY () — (BY () — qt)w(t)dt = 0, Yw(t) eWytel,. (49

In

La ec. (4.9) debe ser integrada por partes sobre el operador diferencial una vez mas,
resultando en lo que sigue:

W(tni1)AY (th1) — w(t,)AY,,
— (W(tnt1)AY (tnt1) — w(t,)AY (t,))

+/ (AY(t) L BY(t) - q(t))w(t)dt =0, Vuwlt)eWytel, (4.10)

Es importante recordar que Y (¢,,41) € I, es un valor definido de manera unica en I,,,
por lo cual puede ser simplificado en la ec. (4.10), para poder imponer de manera débil
la continuidad entre los intervalos I,, e I,,_1, en la (4.10) se arbitra Y (¢,,) = Y. € I,,
simplificando y reordenando la ec. (4.10) se obtiene:

w(ta)A (Y, —Y,)

n

+/ (AY(t) L BY(t) - q(t))w(t)dt =0, Vuwlt)eWytel, @l1)

Frecuentemente se la reescribe en términos de los saltos en las fronteras de los elementos
L,.

/ (AY (1) + BY (1) — a(t) Juw(t)dt + w(t,)AY,] = 0. Vu() e Wytel,
’ (4.12)
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donde el salto es definido mediante:

Y. ] =Y -Y,. (4.13)

Observe ahora la implicancia de la ec. (4.12), la condicién de continuidad en ¢, se
impone débilmente en relacion a la funcion de ponderacién w(t). Este hecho contrasta
con la formulacion estidndar de elementos finitos, la cual impone de manera fuerte la
condicién de continuidad entre las fronteras de I,,, pidiendo que [Y,] = 0. Puesto que
w(t) € W es arbitrario, la ec. (4.12) es equivalente a la siguiente expresion matematica:

‘ YI—-Y, = 0 para t=t,,
AY(t)+BY(t) —q(t) = 0 para t € (tn, tni1)-

Evidenciando de esta manera que la ec (4.12) es la forma débil de la ec. (4.14) [29, 35,
31, 12].

La formulacién débil mostrada en la ec. (4.12), ain sigue siendo un problema de
dimensién infinita, puesto que los espacios de las funciones base! ) = (L%(0,T))?Naes
y test W = LQ(O, T), lo son. Por lo tanto, se seleccionan los subespacios de dimension
finita: J° (J° C V) y W? (W° C W). La aproximacién DG del problema mostrado en la
ec. (4.5), es la solucién a la formulacién débil de la ec. (4.12) donde la solucién exacta Y
es aproximada mediante una expansion finita, denotada por Y° € ). La funcién w(t) en
la ec. (4.12) es también reemplazada por una expansion finita, denotada por w®(t) € W?°.
Ahora la ec. (4.12), toma la siguiente forma:

(4.14)

/ (AY5(t) +BY?’(t) — q(zf))w‘s(t)dt +w’(t,) - A[Y°(t,)] =0, Vuw’(t) e W°.

In
(4.15)
Observe que el espacio de funciones continuas C?, aplicado en la formulacién SEM,
no es un lugar natural para buscar soluciones al problema mostrado en la ec. (4.15). Pro-
blemas mateméticos como el que se muestra en la ec. (4.15), tienden a tener soluciones
en espacios de funciones con variaciones acotadas. Esta consideracion sugiere que un es-
pacio de funciones mds apropiado para el espacio J° puede también contener funciones
discontinuas. Por lo cual se considera un espacio de polinomios continuos a trozos, donde
el espacio de las funciones base de dimension finita, se define como sigue:

V0 ={Y’ € (L*(0,7))*r; Y°| - € (Py(L,,))*"*! ¥ I, € [0, T]}. (4.16)

P1(I,,) es el espacio de polinomios de orden 1 definido en el elemento I,,, estos poli-
nomios son continuos en el interior de [,,, pero discontinuos en las fronteras entre los
elementos de [,,. Por otro lado, el espacio de las funciones test W?_ es definido como
sigue:

!Cada una de las componentes de Y () € ) pertenecen al espacio L?(0,T).
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W = {w’ € L*(0,T); w’|- € Pi(I,),¥ I, € [0,T]}. (4.17)

Observe que el método DG hace uso del mismo espacio de funciones para el espacio de
funciones base y el espacio de funciones test, al igual que en el método estandar FEM,
pero con las condiciones de continuidad relajadas en las fronteras entre los elementos
[19, 31].

4.1.3. Funcion de mapeo entre un elemento genérico /,, y el elemento estandar /;

En la implementaciéon del método DG, uno tiene que calcular las integrales sobre
los elementos genéricos I,,. Una manera més practica de calcular las integrales sobre cada
elemento genérico del mallado, se plantea utilizando un cambio de variables, para obtener
integrales en un elemento fijo, llamado elemento estandar I, = [—1, 1] [36]. Por lo tanto,
se define por induccién la funcién de mapeo ¢, : I,; — I,, como sigue:

onll) = 310 =t + (14 Dta), 1€ T = [-1,1] @.18)

La Figura 4.2 muestra un grafico de la funcién de mapeo ¢,,.

|1 tn tn+1
on(-1) on(1)
1 lst 1

Figura 4.2: Esquema grafico de la funcién de mapeo ¢,,. Fuente: Elaboracién Propia.

4.1.4. Funciones Base

En la formulacion DG, no existe restricciones de continuidad entre los elementos del
mallado para las funciones test, por lo tanto las funciones base de ?, tienen su soporte
contenido en un elemento /,, y se lo puede expresar como sigue:

W? = span{N}" € P,(1,);k = 1,2.V I, € [0, T]}. (4.19)
con J—
Niown(l); 1€ I,

N (t) = B (4.20)
O, [ ¢ Ist-

Las funciones base locales IV}’ con k& = 1, 2., son definidas V ¢ € I_n como sigue:
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tn+1 —1 t— tn
N (t) = ——— N3} (t) = ——. )
M=y N = (421)
La Figura 4.3 muestra un esquema grafico de las funciones base del método DG.
1 , 1
n

n

Ny N,

th I tn+1tn I tht1
(a) (b)

Figura 4.3: Esquema grafico de las funciones base del método DG. Fuente: Elaboracién
Propia.

4.1.5. Ecuacion Discreta
La solucién Y°(¢) es aproximada en I,, como sigue:
YO(t) = NP()Y°(t)) + Ny ()Y (t,)- (4.22)
Luego, se renombra la solucién Y?(¢) en los bordes de I,,, seglin se muestra:
Y't)=Y] e Y'(t, 1) =Y, (4.23)
En la Figura 4.4(a), se muestra un grafico de los elementos espacio-temporales §2¢ x [,

del método SEM-DG, y en la Figura 4.4(b), se muestra un grafico de Y?.
Considerando la siguiente notacion:

(.90 = / (fg)dt. (4.24)

Se resolvera el siguiente problema:

a(w’, Y°), = z(w’),, (4.25)
donde

a(w’, Y%, = (w’, AY?), + (w’, BY?), + w’(tT)AY’(t)),
2(w)n = (u’, Q) + v () AY(t,), Yo’ € W’ (4.26)
Y'(ty) = Y°(to).
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tn-1
(b) Grifico de Y?.

X1

(a) Elementos espacio-temporales 2¢ x I,
del método SEM-DG.

Figura 4.4: Esquema grafico para los elementos espacio-temporales del método SEM-
DG. Fuente: Elaboracién Propia.

Note que el valor de Y°(¢;) ¢ I,, es conocido. Luego la formulacién variacional discreta

asume la siguiente forma:

a(w‘s,Y(s)n = {[(wé,Nf)nA (w5, N;)nA] + [(w(s,Nf)nB (wé,Ng)nB]
+ W (EONFEDA W (EN(EDATL Y] YT @27
[(w’, q), + w0 (t))AY’(t,)] . (4.28)

Se consideran a las funciones de ponderacién w?, como las funciones base de W?, resul-

tando la siguiente expresion:

z(w‘s)n =

en={[BEARA AR [MEA0s G
[ dptson a3

n
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(NT, ) + NY (£ AY(t,)
2w, = { (N5 ).+ NFED AV ] . (4.30)

Teniendo en cuenta que At = t,,,1 —t,,, de las ecuaciones (4.25), (4.29) y (4.30), se sigue
que:

+IA+48B IA+2B Y] (N7, Q)n + AYO(t,,)
1 gt % Aﬁt 5| — n " . (4.31)
N ~ 4 SEER— N -
R S L

Finalmente se tiene que resolver el sistema mostrado en la ec. (4.32), para conocer la
solucién Y? en el intervalo 1,

RS =L, (4.32)

donde R € R*Naor*4Naor § ¢ R#Naorx1 y T, ¢ R*Naorx1,
El tamafio del sistema mostrado en la ec. (4.32) se reduce a la mitad, como se describe
en la ec. (4.33), mediante el método de condensacion estatica:

RS =1, (4.33)

donde R € R?Nwor*2Nawos | § ¢ R?Naosx1 y T, € R?Naos*1 (ver el Apéndice B para mayores
detalles del método de condensacion estatica).

4.1.6. Integracion en el interior de la region estandar 7,

Con la funcién de mapeo ¢, (1), se puede transformar cualquier integral definida sobre
el intervalo /,, en una integral definida sobre el intervalo /; [36]:

/ F(t)dt = "“ / Flen() (4.34)

Por lo tanto, se considera la regla de cuadratura de Gauss solamente sobre el intervalo /g;:

f(enl Z wif (en(li) (4.35)
Ist
La regla de cuadratura de Gauss con () puntos de integracién es exacta para polinomio
de grado menor o igual que 2¢) — 1. La correcta eleccion de las ponderaciones y de la
distribucién de los puntos, son explicados en la Seccién 3.2.2.8.
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CAPITULO 5
EL ALGORITMO PARAREAL

5.1. Descripcion del algoritmo Parareal

El algoritmo Parareal estd basado en un enfoque iterativo predictor-corrector. Se lo
puede comprender mejor mediante la descripcion de su aplicacién a una sencilla ecuacion
diferencial del tipo:

dA

donde B es una funcién arbitraria. Se desea encontrar el valor de A en algtin tiempo poste-
rior t > (. Se asume que se puede avanzar numéricamente en esta ecuacion a partir de un
instante arbitrario ¢ € [0, 7] a otro instante de tiempo arbitrario ¢ + 0t mediante diversos
esquemas de discretizacion. Formalmente se representard este avance como sigue:

At + 6t) = Fsi - A(2). (5.2)
Donde Fj; representa el operardor de avance, actuando sobre los espacios apropiados a
los cuales A pertenece, y depende del esquema de discretizacion escogida. Para ir desde el
instante inicial al instante final 7', se necesitard aplicar el operador F;, tantas veces como
se requiera para el valor dado de 6t.

En el algoritmo Parareal se asume que existen dos operadores de avance (o esque-
mas numéricos) disponibles, que serdn denotados como Fjs; y Ga,. La distincion entre
estos dos esquemas numéricos es que Ga; es mas rapido (usualmente al precio de ser me-
nos preciso) que Fy;, este ultimo es el esquema numérico de interés en la resolucion del
problema encarado, pero es computacionalmente muy caro para ser ejecutado de manera
secuencial entre el instante inicial y el instante 7. En el algoritmo Parareal, G, es ejecu-
tado secuencialmente entre ¢ = 0y 7', mientras que Fy; es siempre ejecutado en paralelo
como se muestra en la Figura 5.1.

Sean NV procesadores, denotados por Fy, P, ..., Py_1. Sea el tiempo total de simula-
cién, T, dividido en NV intervalos temporales mas pequenos de tamaino At = % En lo que
sigue, el indice n es usado para representar el n-ésimo instante de tiempo, definido como
t, =n-Atparan =0,1,2,...,N. Elindice k = 0,1,2,... representa la cantidad de
iteraciones en el ciclo de convergencia del algoritmo Parareal. \* representa la solucién
en el instante ¢,, en la k-ésima iteracion del ciclo de convergencia del algoritmo Parareal.
El valor inicial, que también es dado, es denotado por A).

Los pasos a seguir en el algoritmo Parareal son los que se muestran:

» [teracion k = 0:
Py ejecuta Ga; secuencialmente, para calcular los valores iniciales \° para los ins-
tantes iniciales ¢,, en cada uno de los intervalos de tiempo de tamafio At.
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‘_g;t _géf _g;r _g;t
) /// ‘\\ p S '*»\'/,/" '\\// - \\
N U~ L X °
'_"\ _ ’\_ _-'\_
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T At 1

Figura 5.1: Esquema grafico del algoritmo Parareal. Fuente: [37].

m [teracion k£ > O:

Paso 1: Cada procesador (/) de manera independiente ejecuta F5, para propagar la
solucioén, iniciando con el valor inicial proveido por G, (i.e )\j?_l), entre el
instante inicial (¢;) y el instante final (¢;4,) de sus respectivos intervalos de
tiempo. Este proceso es ejecutado en paralelo. El resultado de esta propaga-
cion es transmitido al siguiente procesador en linea (Pj1).

Paso 2: Ga; es ejecutado ahora de manera secuencial (pero no de manera continua), se
utiliza la sugerencia del algoritmo Parareal para actualizar los valores iniciales
en cada intervalo temporal:

predictor corrector
% 7 % N
k+1 __ k+1 k k
)\n+1 - gAt (Tn7 Tn+17 )\n ) + -F(St (Tn7 Tn+17 )\n) - gAt (Tn7 Tn+17 )\n) .
NS ~~ v NS ~~
secuencial paralelo

(5.3)
Note que esta parte del algoritmo no puede ser ejecutado en paralelo, a causa
del primer término del lado derecho. Note también que el segundo y tercer
término son obtenidos también en el paso y/o iteracion previos.

Paso 3: Verificar la condicién de convergencia. Si la solucién converge para todos
los intervalos temporales, se sale del ciclo. Caso contrario, otra iteracioén del
ciclo del algoritmo Parareal es realizado, en la implementacién estandar del
algoritmo Parareal el ciclo se ejecuta sobre todos los intervalos temporales.
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La descripcion previa del algoritmo Parareal [38], se puede ver también como se de-
talla a continuacion: [4].

Algoritmo 1 El algoritmo Parareal.
12 A) <+ Y3(to);

2: paratodo: =0: N — 1 hacer

3: /\?Jrl < gAt(/\?);

4

5

: fin para
. Ejecutar F5;(\?) en paralelo sobre i = 0, ..., N —1 procesadores con un subproblema
de alta precision por cada procesador;
6: k <+ 0;
7: mientras verdad hacer
8 AbTh o Nk
9: paratodoi=0: /N — 1 hacer
10: Ejecutar Ga(Af™);
1 Al = Gae (T, Togr, XYY + Fi (T, Ti1, AL) = Gae (T, T1, AF);
12:  fin para
13:  si converge entonces
14: salir;
15:  fin si
16:  Ejecutar F5,()\?) en paralelo sobre i = 0,..., N — 1 procesadores con un subpro-

blema de alta precision por procesador;
17 k<« k+1;
18: fin mientras
19: devolver cierto

Algunas observaciones son ttiles en este punto. Primero, en el sentido de convergen-
cia para el ciclo del algoritmo del Parareal, se debe cumplir cierta condicién matematica
por parte de F5; y Gays, que se detalla en [3] y aparece como una condicidn especifica
sobre la limitacién de la norma de las diferencias entre los dos esquemas numéricos en
un espacio apropiado. Lamentablemente, es muy dificil (o casi imposible) traducir es-
tas condiciones en recetas practicas para cualquier problema en particular. El método de
prueba y error, combinado con la experiencia, parece ser la mejor guia para escoger Ga;.
Sin embargo, note que en la prictica, el algoritmo Parareal debe converger siempre en al
menos NV iteraciones, independientemente de que tan malo sea la eleccién de Ga,. Esto
sucede porque, al final de la iteracién k£ = 1, ambos procesadores Py y P, tienen el valor
correcto de la solucion, ya que F5; ha sido usado en el primer procesador para propagar
la condicién inicial exacta en ¢ = (. Por la misma razén, en £k = j, todos los proce-
sadores %, .. ., ’; también tienen el valor correcto de la solucion. Y asi sucesivamente.
Sin embargo, note también que si son necesarios N ciclos del algoritmo Parareal para
converger a la solucion exacta, se habria usado la misma (o mas, incluyendo tiempos de
comunicacién y tiempo de ejecucidn para Ga,) cantidad de tiempo de procesamiento que
si se hubiese ejecutado la simulacion secuencialmente con Fs;. Pero de esta manera no se
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tendria ninguna ventaja del algoritmo Parareal, puesto que no se conseguiria mejorar los
tiempos de cdlculo de la simulacion planteada. Por lo tanto, el algorimo Parareal funciona
si la convergencia es alcanzada para una cantidad de iteraciones £ mucho menor que /V,
implicando esto que en cada iteracion, mds de un intervalo temporal debe de converger en
promedio [38].

Es importante destacar en este capitulo que la implementacion de los pasos 5 y 16
del Algoritmo 1 ha sido de manera secuencial en una computadora personal (como caso
académico), estos pasos fueron implementados mediante un ciclo iterativo FOR, dentro
del cual se realizaron los célculos de cada sub intervalo, es decir: se calcula el primer
sub intervalo con la condicién inicial dada en el problema, luego se calcula el segundo
sub intervalo con la condicion inicial que fue establecida en el ciclo FOR del paso 2
del Algoritmo 1, siguiendo de esta manera hasta el dltimo sub intervalo a calcular. En
las siguientes iteraciones ya se toman como condiciones iniciales de cada sub intervalo,
los valores corregidos en el paso 11 del Algoritmo 1, iterando el algoritmo hasta que se
cumpla el criterio de convergencia.
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CAPITULO 6
RESULTADOS NUMERICOS

6.1. Experimento 1

Para analizar la precisiéon de la implemtentacion secuencial del método SEM-DG
(SEM para la discretizacion del problema en el dominio espacial y DG para la discretiza-
cion del problema en el dominio temporal), se realiza una comparacion entre una solucion
analitica de la ec. (3.5), u(z,t) = sin(v/2r (£) 21 + V271 (£) 22 — 27 (L) t), y la solu-
cion numérica obtenida con el esquema SEM-DG desarrollado. La soluciéon numérica es
obtenida considerando ¢ = 1y T' = v/2 segundos. El dominio 2 = (0,1) x (0, 1) es par-
ticionado, utilizando 64 elementos triangulares (2° y el particionado del dominio temporal
total, fue hecho con 64, 128, 256 y 512 pasos temporales I, respectivamente, y la funcién
perturbadora considerada es f(x,t) = 0. Las figuras 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4 muestran el error
en la norma méaxima de la solucion y de su derivada para polinomios de orden variado,
utilizados en la discretizacion del problema en el domino espacial y para cantidades de
pasos temporales diferentes en la discretizacion temporal.

i D MOy tvecsses|

1~Ysoquential
3
l
— Usequential |)
3

MaX([Uexact — Usequential
3

i e e SRaaaay N
107k a0 i N B SRR g
N o N
[ —— FEM,,, —0— SEM,, SEM sy SEMp,, —e— SEM o) SEMW‘ | —— FEM,, —o— SEM,,, SEM SEMp,) —5— SEM e —v— SEM
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 4 50 60
Number of time steps 5t Number of time steps 1
. b / . .
(a) max |uexacta — Usecuencial | . ( ) max |uexacta — Usecuencial | .

Figura 6.1: Error en la norma médxima entre la solucién del esquema numérico secuen-
cial y la solucion analitica para polinomios de orden variado, con 64 pasos
temporales. Fuente: Elaboracion Propia.

Juan Gavilan 45 Eduardo De Los Santos



Facultad de Ingenieria

Universidad Nacional de Asuncién
Ingenieria Electrénica

Trabajo Final de Grado
Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

> E
A ;
E g
g 10 S
PR e ——— e T é
L g e AR B e e g
107 | A R N SRR 7 oy R Bowsin )
. ‘ —— FEM ;) —0— SEM, —o— SEM SEMp,, —e— SEM o) SEM(PS]’ | —— FEMy, —o— SEM, —~— SEM, SEMipy, —o— SEM g —v— SEM o
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Number of time steps 3t

Number of time steps 5t

(a) mé'X |uexacta - usecuencial|~ (b) méx |uexacta - usecuencial|-

Figura 6.2: Error en la norma méaxima entre la solucién del esquema numérico secuen-
cial y la solucidn analitica para polinomios de orden variado, con 128 pasos

temporales. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.3: Error en la norma médxima entre la solucién del esquema numérico secuen-
cial y la solucion analitica para polinomios de orden variado, con 256 pasos

temporales. Fuente: Elaboracion Propia.
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act — Usequential |)

max([Uex.
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[—— F&Mpy, —— SEM, SEM gy, SEM g —o— SEMpg) —— SEM |
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[——FEMpy) —— SEMgy) —— SEM, SEM g, —e— SEM g —— SEM

(a) mé'X |uexacta - usecuencial|~ (b) méx |uexacta - usecuencial|-

Figura 6.4: Error en la norma médxima entre la solucién del esquema numérico secuen-
cial y la solucidn analitica para polinomios de orden variado, con 512 pasos
temporales. Fuente: Elaboracion Propia.

Se puede observar en las figuras anteriores, que en general un polinomio de alto orden,
no implica necesariamente un mejor comportamiendo del error. Pero, también se puede
ver que para un paso temporal més pequeiio, se puede obtener un error mas pequefio para
polinomios de mayor orden. Otra cosa interesante a notar es que el comportamiento del
error de la solucion es mejor que el comportamiento del error de su derivada.

Ahora, el dominio €2 es particionado usando 18, 32, 64 y 128 elementos triangulares
(2¢ y el dominio temporal es particionado utilizando 128 pasos temporales I,,. Las Figuras
6.5, 6.6, 6.7 y 6.8 muestran el error en la norma méxima de la solucién y su derivada para
polinomios de orden variado, utilizados en la discretizacién del problema en el dominio
espacial y para diversos mallados del dominio espacial.

maX(|Uexact — Usequential |)

[——FEMpy —o— SEMp, ——SEMy, SEM gy —a— SEM g —v— SEM | [——FEMpy) —o— SEM, —— SEMy SEMyp,) —a— SEM g —v— SEM

0 20 40 100 120 0 20 40 100 120

60 80 60 8
Number of time steps 3t Number of time steps &t

(a) mé,x |uexacla - usecuencial|- (b) méX |uexacla - iLsecuencial|-

Figura 6.5: Error en la norma maxima entre la solucién del esquema numérico secuencial
y la solucién analitica para polinomios de orden variado, con 18 elementos
triangulares €)°. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.6: Error en la norma maxima entre la solucién del esquema numérico secuencial
y la solucion analitica para polinomios de orden variado, con 32 elementos

triangulares €2°. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.7: Error en la norma maxima entre la solucién del esquema numérico secuencial
y la solucion analitica para polinomios de orden variado, con 64 elementos

triangulares €)°. Fuente: Elaboracién Propia.
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Figura 6.8: Error en la norma maxima entre la solucién del esquema numérico secuencial
y la solucion analitica para polinomios de orden variado, con 128 elementos
triangulares €)°. Fuente: Elaboracién Propia.

Se puede observar en las figuras anteriores, que la precision de la solucion y su deri-
vada esté acotada por el tamafio del paso temporal. Mientras se incrementa la cantidad de
elementos triangulares (¢ dejando fijo el tamafio del paso temporal, el error no decrese
para polinomios de mayor orden.

6.2. Experimento 2

También se desarrollan algunas simulaciones numéricas para probar el enfoque DG en
el algoritmo Parareal, el cual se utiliza para resolver la ecuacion de la onda - 2D, mostrada
en la ec. (3.5), utilizando el método DG como los esquemas numéricos Ga; y Fy;.

Se realiza una comparacion entre una soluciéon numérica dada por el esquema secuen-
cial (probada en el experimento anterior) y la solucién brindada por el algoritmo Parareal,
ademds, de manera totalmente anédloga se realiza comparaciones para la derivada de la
solucion, se utiliza polinomios de cuarto orden para la discretizacion del problema en el
dominio espacial, 32 elementos triangulares )¢ para el particionamiento de €2, por otro
lado, se consideran / = 32 pasos temporales para el esquema numérico Fy; (en cada inter-
valo temporal) y k=N pasos temporales para el esquema numérico G, (en el dominio
temporal total), utilizando una tolerancia de 10~ como criterio de parada del algoritmo
Parareal, el resultado de estas comparaciones se muestran en la Figura 6.9. Observe que
el tamafio del problema es creciente en este experimento. No olvidar cargar los errores
para las derivadas.

En la Figura 6.10, se presenta un experimento (similar al anterior) con la diferencia
que ahora se mantiene constante el producto k-0 = 8192 (tamafio del problema), y
considerando k& = N. No olvidar cargar los errores para las derivadas.
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Figura 6.9: Error en la norma maxima entre la solucion del esquema numérico secuencial
y la solucién brindada por el algoritmo Parareal, también entre la derivada de
la solucién obtenida del esquema numérico secuencial y la derivada de la
solucion obtenida del algoritmo Parareal, para (= 32 y k = N. Fuente:

Elaboracion Propia.

maX (|Uparareal — Usequential |)

. [——N=32 —e—N-64 —w—n-128 N=

max(|Uparareal — Usequential |)
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(b) méX |uParareal - usecuencia] .

Figura 6.10: Error en la norma maxima entre la solucién del esquema numérico secuen-
cial y la solucién brindada por el algoritmo Parareal, también entre la deri-
vada de la solucién obtenida del esquema numérico secuencial y la derivada
de la solucién obtenida del algoritmo Parareal, para k-0 =8192, y k=N.

Fuente: Elaboracion Propi

a.

Cada curva de convergencia en las Figuras 6.11, 6.12 y 6.13, corresponden al error en-
tre la solucion numérica secuencial y la solucion obtenida a partir del algoritmo Parareal,

medido en cada uno de los k + 1 puntos temporales ¢, = nAt,

Vn=20,1...

Kk, del

mallado grueso, donde la abscisa muestra el indice de iteracion k del algoritmo Parareal.
El error se mide en la norma maxima, comparando los resultados obtenidos del algoritmo
Parareal con la solucion de referencia de mayor precision del esquema secuencial (donde
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se han usado 18 elementos triangulares y polinomios de tercer orden para la discretizacion
del problema en el dominio espacial). Note que: después de /V iteraciones, necesariamen-
te el algoritmo Parareal alcanza la precision del esquema numérico Fy;, cuya solucion se
toma como referencia para calcular el error.

max(|Ai k_ Usequential(ti)])

ool ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Number of iterations

Figura 6.11: Error en la norma méxima, entre la solucion del algoritmo Parareal y la solu-
cion secuencial correspondiente, medida en cada punto del mallado grueso,
para k = 16 y ¢ = 16. Fuente: Elaboracion Propia.

max(|A; k- Usequential(ti)|)

| |\ |\ |\ x \\\\ AN |\\\
4 5 6 7 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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107°
10710 1 \ L \
0o 1 2 3

Figura 6.12: Error en la norma méxima, entre la solucion del algoritmo Parareal y la solu-
cion secuencial correspondiente, medida en cada punto del mallado grueso,
para k=32 y ¢ = 16. Fuente: Elaboracién Propia.
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max(|Ai k- Usequential(ti)])

Number of iterations

Figura 6.13: Error en la norma méxima, entre la solucion del algoritmo Parareal y la solu-
cion secuencial correspondiente, medida en cada punto del mallado grueso,
para k = 128 y ¢ = 16. Fuente: Elaboracién Propia.

6.3. Desempeio esperado del algoritmo Parareal

Con el objetivo de obtener algun tipo de informacion en relacion al desempefio del
algoritmo Parareal aplicado a problemas hiperbdlicos, se desarrolla en esta seccién un
pequeio estudio del comportamiento del algoritmo Parareal aplicado al problema de la
ecuacién de onda - 2D. Son examinados el régimen llamado escalabilidad fuerte y el
régimen llamado escalabilidad débil [38].

La escalabilidad del algoritmo Parareal en el contexto de la ecuacién de la onda - 2D,
son presentados en las Tablas 6.1 y 6.2. En ambos casos son usados polinomios de tercer
orden para la discretizacién del problema en el dominio espacial, #2° es la cantidad
de elementos triangulares €2¢ usados en la particién del dominio €2 y se considera una
tolerancia de 10~® como criterio de parada del algoritmo Parareal.

En la Tabla 6.1, el tamaio del problema se mantiene constante,Amientras que la razon

= % estd decreciendo, por lo tanto la cantidad de subdominios & se incrementa. En la

Tabla 6.2, larazén ¢ = % se mantiene constante, mientras que el tamafo del problema se
incrementa.

6.3.1. Experimento 3 (Escalabilidad Fuerte)

En la escalabilidad fuerte, se examina el desempefio del algoritmo Parareal en funcién
de la variacion de la cantidad de procesadores (denotado mediante V), para un problema

de tamafio fijo en el dominio temporal, es decir: (k - ¢ = 4096). En una paralelizacion
perfecta, en el régimen de escalabilidad fuerte, uno debe buscar que el tiempo de calculo
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que se tarde en obtener la solucion de la ec. (3.5) con el algoritmo del Parareal sea menor,
segin N aunenta, en comparacion con el tiempo de cdlculo empleado por el esquema
secuencial para obtener la solucién de la ec. (3.5) [38].

k 2 4 8 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

L 2048 | 1024 | 512 | 256 | 128 | 64 | 32 | 16 8 4 2
#0°¢ =18 2 4 8 16 | 20 | 9 ) 3 2 1 1
#Q° = 32 2 4 8 16 | 28 | 17| 7 4 2 1 1
#0°¢ = 64 2 4 8 16 | 32 | 32| 13 ) 3 2 1

Cuadro 6.1: Cada entrada del cuadro es la cantidad de iteraciones k;(/N) del algoritmo
Parareal para alcanzar la convergencia, asumiendo que el tamafio del pro-
blema se mantiene constante (l% d= 4096), utilizando polinomios de tercer
orden en la discretizacion del problema en el dominio espacial. Fuente: Ela-
boracién Propia.

Para una mejor interpretacion de los resultados de este experimento, se muestra en la
Figura 6.14, la aceleracion que logra el algoritmo Parareal en el célculo de la solucion de
la ec. (3.5). Sea Tg*(T') el tiempo empleado para resolver la ec. (3.5) secuencialmente
usando el esquema numérico Gas, y sea 75" (T") el tiempo empleado para resolver la ec.
(3.5) secuencialmente usando el esquema numérico ;. En cada ciclo del algoritmo Pa-
rareal, el esquema numérico Fy; es aplicado en cada uno de los N procesadores, por un
periodo de simulacién At = % y el esquema numérico Ga; se ejecuta secuencialmente
para el tiempo de simulacion completo 7'. Asi, el tiempo total para resolver la ec. (3.5),
mediante el algoritmo Parareal, puede ser estimado (ignorando pérdidas en la comunica-
cién), como:

Tser T
Ty, = ks(N) (Téer(ﬂ + fT()) : (6.1)
donde k4(N) es la cantidad de iteraciones del algoritmo Parareal, requerido para alcanzar
la convergencia (considerando escalabilidad fuerte strong scaling), la cual es una funcién
desconocida de N. Asi, el factor de aceleracion (o ganancia de tiempo) logrado por el
algoritmo Parareal es dado por [38]:

_ 1)

Sy =L (6.2)
T:,
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Figura 6.14: Aceleracion lograda por el algoritmo Parareal en el calculo de la solucion de
laec. (3.5), en el régimen de escalabilidad fuerte, considerando k- ¢ = 4096.
Fuente: Elaboracion Propia.

6.3.2. Experimento 4 (Escalabilidad Débil)

En la escalabilidad débil, se examina el desempefio del algoritmo Parareal en funcién
de la variacion de la cantidad de procesadores (denotado mediante V), para un problema
creciente, pero manteniendo el trabajo asignado a cada procesador constante. En una pa-
ralelizacion perfecta, en el régimen de escalabilidad débil, uno busca que el trabajo por
cada procesador se mantenga constante segiin N vaya creciendo [38].

k 2 | 4| 8 [16]32| 64| 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

14 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 16 16
#Q¢=18| 2 | 4 | 8 |16 20| 9 5) 3 2
#0¢=32| 2 | 4| 8 |16 |28 |17 | 7 4 2
#0¢=64| 2 | 4| 8 | 16|32 |32 13 ) 3 2

Cuadro 6.2: Cada entrada del cuadro es la cantidad de iteraciones k,,(/V) del algoritmo
Parareal para alcanzar la convergencia, asumiendo que el tamafio del pro-
blema aumenta y considerando { = 16 constante, se utilizan polinomios de
tercer orden en la discretizacion del problema en el dominio espacial. Fuen-
te: Elaboracién Propia.

Para una mejor interpretacion de los resultados de este experimento, se muestra en la
Figura 6.15, la aceleracion que logra el algoritmo Parareal en el célculo de la solucién de
la ec. (3.5). El problema a ser resuelto tiene una longitud 7" = N - At, siendo la cantidad
de intervalos temporales considerados en At una cantidad fija, { = 16. Esto es, el tamafo
del problema aumenta linealmente con la cantidad de procesadores. Asi, el tiempo total
para resolver la ec. (3.5), mediante el algoritmo Parareal, considerando el tamafio del
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problema N - At, usando N procesadores, puede ser estimada (ignorando pérdidas en la
comunicacion), como:

T = ky(N) (N - TE¥(At) + TE(AY)) (6.3)

donde k,, (V) es la cantidad de iteraciones del algoritmo Parareal, requerido para alcanzar
la convergencia (considerando escalabilidad débil weak scaling), la cual es una funcion
desconocida de V. Asi, el factor de aceleracion (o ganancia de tiempo) logrado por el
algoritmo Parareal es dado por [38]:

_TEN(T)
Tw

pa

Sy, (6.4)

: : : . . : . . : ;
T —e— 18 Elements —&— 32 Elements 64 Elements|

14

o
@
Lo
He

T 1 1 1 L 1
2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048
Number of processors

Figura 6.15: Aceleracion lograda por el algoritmo Parareal en el célculo de la solucion
de la ec. (3.5), en el régimen de escalabilidad débil, considerando ¢ = 16.
Fuente: Elaboracion Propia.

6.4. Buscando restriccion

Esta secccidon contempla experimentos que han sido desarrollados con el objetivo de
buscar una condicidn que relaciona el tamafio del paso temporal del esquema numérico
Ga: con el tamafio del paso temporal del esquema numérico Fy; , que nos permita prede-
cir la cantidad de iteraciones que tendra el algoritmo parareal para cumplir con el criterio
de parada, o dicho de otra manera que para cierta relacion entre estos pasos temporales la
cantidad de iteraciones del algoritmo parareal se mantenga aproximadamente constante
(sin variar demasiado). Esto hay que discutir con Christian puesto que este comporta-
miento tenemos que relacionarlo al concepto de escalabilidad y aun falta unir estas dos
partes.
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6.4.1. Experimento 5

Estas simulaciones fueron desarrolladas usando polinomios de segundo orden para la
discretizacion del problema en el dominio espacial, con 61 nodos libres, y considerando
una tolerancia de 10~? como criterio de parada del algoritmo Parareal.

é _ 9 (32, 16) (64,32) (128, 64) (256, 128) (512, 256) (1024, 512) (2048, 1024)
k 15 17 9 ) 3 2 1
é —4 (32, 8) (64,16) (128,32) (256, 64) (512, 128) (1024, 256) 2048, 512
k 7 15 18 9 5 3 2
é —3 (32,4) (64, 8) (128, 16) (256, 32) (512, 64) (1024, 128) (2048, 256)
k 3 7 15 18 9 ) 3
éf — 16 (32,2) (64, 4) (128, 8) (256, 16) (512, 32) (1024, 64) (2048, 128)
k 2 3 7 15 18 9 )
é _ 39 (32,1) (64, 2) (128, 4) (256, 8) (512, 16) (1024, 32) (2048, 64)
k - 1 3 7 15 18 9

Cuadro 6.3: Cada entrada del cuadro es (7, k) y la cantidad de iteraciones k() del al-
goritmo Parareal para alcanzar la convergencia, se utilizan polinomios de
segundo orden en la discretizacién del problema en el dominio espacial.
Fuente: Elaboracion Propia.

6.4.2. Experimento 6

Estas simulaciones fueron desarrolladas usando polinomios de segundo orden para la
discretizacion del problema en el dominio espacial, con 181 nodos libres, y considerando
una tolerancia de 10~ como criterio de parada del algoritmo Parareal.

Note que la cantidad de iteraciones £, depende fuertemente de la cantidad de intervalos

temporales considerados en el esquema numérico G, y en la tabla estd representada por
k.

Juan Gavilan 56 Eduardo De Los Santos



Universidad Nacional de Asuncién
Trabajo Final de Grado

Algoritmo Parareal en el estudio de Ondas Electromagnéticas - 2D

Facultad de Ingenieria
Ingenieria Electrénica

| k& J16]32]64] 128256 | 512 |
(=16 [[15]30]20] 8 | 4 | 2
(=32 [15[30]20] 8 [ 4 | 2
(=64 | 15]30|20] 8 | 4 | 2
(=128]15[30[20] 8 | 4 | 2

Cuadro 6.4: Cada entrada del cuadro es la cantidad de iteraciones k del algoritmo Para-
real para alcanzar la convergencia, se utilizan polinomios de segundo orden
en la discretizacion del problema en el dominio espacial. Fuente: Elabora-

cién Propia.
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CAPITULO 7
CONCLUSIONES FINALES Y TRABAJOS FUTUROS
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~ APENDICE A
CORRECTA ELECCION DE LOS ESPACIOS DE FUNCIONES

A.1. Construccion de un subespacio de dimension finita de 7' (Q)
Para iniciar, se dard algunas definiciones necesarias.

Definicion 2 Un elemento finito es un triplete (Q°, E, ©), donde:
1. Q¢ es conexo y de interior no vacio.

2. E, es un espacio vectorial de dimension finita N, cuyos elementos son funciones
definidas de )¢ en R.

3. O, es una base del espacio dual de FE, es decir, N funciones lineales de E en
R linealmente independientes. Por simplicidad se puede interpretar a © como un
conjunto de puntos seleccionados de ), sobre los cuales se definirdn las funciones
base del espacio vectorial E.

Definicion 3 Se dice que el conjunto de puntos {a; }jvzl es F-unisolvente si y solamente
si, dados N escalares reales cualesquiera o, 1 < j < N, existe solo una funcion p del
espacio E tal que

pla;) = aj, 1<j5<N.

Definicion 4 (Un elemento finito de Lagrange) Un elemento finito de Lagrange es un
elemento finito (Q°, E,0) en el cual © = {a;}}_, y donde {a;}}_, es un conjunto de
puntos de ¢ E-unisolvente.

Definicion 5 (Operador E-interpolador sobre €2°) Es llamado operador E-interpolador
de Lagrange sobre Q)¢ al operador que toma toda funcion V(x) definida sobre Q2° y lo aso-
cia a la funcion To-V(z) definida por To-¥(z) = S W(a,)pi(x), donde p;(x) € E i =
1,..., N, Zq-V(x) es llamada funcion interpoladora de V().

La funcion IV (x), verifica ToeV(a;)p;(a;) = va U(a;)0i; = ¥(a;), 1 <j <N,
donde 0;; es el delta de Kronecker. Es por esto que solo la funcion LoV () € E es la que
verifica ToeV(a;) = U(a;).

Definicién 6 Sea Q¢ C Q C R?, un elemento finito (¢, £, ©) se dice que es de clase C°
si se cumplen las siguientes condiciones:

1. EC C°(Q°)
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2. Para cada lado 1" de la frontera 0S)°, el conjunto ©' = © N1V es E'-unisolvente,
donde

E"={pl.:p € E}.

A continuacién se mostrard cémo construir funciones del espacio H'(Q) a partir de
funciones a trozos definidas en subconjuntos de (2.

Teorema 1 Sea ) C RY d =23y ’T(_ﬁ) una triangulacion. Considere v°(x) € C°(Q)
tal que v°(x)|.,. € H'(Q°), ¥V Q¢ € T(Q). Entonces se cumple que v°(x) € H'(1).

(Revisar [27] para mayores detalles).

Considere (por simplicidad) a {2 como un abierto poligonal de R?. Q = Uﬁefr@) Qe
donde 7 (€2) es una triangulacién de €.

Ademds, se supone que cada elemento Q¢ de 7 (£2) estd asociado a un elemento finito
de Lagrange (¢, Pp(Q¢), Og) tal que Pp(Q°) C H'(Q2°) donde Pp(Q¢) es el espacio
de polinomios de orden igual o menor que P definidos sobre ¢, también se sabe que
N, =dimPp = EH)(P+2) (Revisar [19, 27] para mayores detalles).

2
De la siguiente manera se define el espacio de dimension finita

V0 ={u* € C°(Q);V Q° € T(), v | € Pp(029)}. (A.1)

Asi, gracias a los teoremas vistos previamente, se puede decir que el espacio de dimension
finita }° es un subespacio de H'(12).

Sin consideraciones adicionales sobre los elementos finitos (Q2¢, Pp(£2¢), Oqe), no es
evidente la determinacién de una base para V. Por otro lado, es natural la introduccién de
los operadores de interpolacién Z que asocia v’ (z) € C°(Q) ala funcién Zvo (z) € L*(1),
donde la interpolacién es definida como sigue: V Q¢ € T(Q), Va € Q¢ Tv'(x) =
Tq-v° () y por lo tanto Zv (x) ¢ V°. Para evitar esta situacién, se introduce una hipdtesis
de compatibilidad entre dos elementos finitos.

Se considera que para todo par {Q¢, Q¢} de elementos adyacentes de 7(9) cuya
frontera comtin es I' = 9Q° N 902 # (), se verificard que:

L. Pp(Qe)|. = Pp(Q22)|,.

r» donde Oger = {aj}jy:"i y donde {aj}ﬁy:"i es un conjunto de

2. Oge
puntos de Q¢, aqui N,, = dimPp = (PH)QM, y Ogqe1 | es un conjunto de puntos

en la frontera comun " entre (2! y 22,

r = Oge

Teorema 2 Considerando que la funcion x : Qg — Q° es una biyeccion. Luego, si
(Qst, Pp(Q4st), Oq,,) es un elemento finito de Lagrange, el triplete (2, Pp(Q°), Oqe),
donde Q° = x(Qq), Pp(Q) ={p:Q° >R, pox € Pp(Qu)}yOqe = x(Oq,,) es
también un elemento finito de Lagrange.

(Revisar [27] para mayores detalles).
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Teorema 3 Sea T (0) una triangulacién de Q) y sea (Q¢, Pp (), O )arer (@) una fami-
lia de elementos finitos asociados. Suponga que las condiciones de compatibilidad (1)
y (2) se cumplen y para todo Q¢ € T(Q), (¢, Pp(Q°), Oge) es un elemento finito de
clase C°(Q¢) y Pp(Q°) es un subespacio de H'(Q¢). Entonces, el operador interpola-
cion I, definido como ¥ Q¢ € T(Q), Va € Q¢ Tv'(x) = Tg-vd(x) desde C°(Q)
hacia L*(Q) tiene su imagen en C°(Q). En otras palabras y de manera mds precisa

V= (T (a);0(x) € CO(@)} € CO(@).

(Revisar [27] para mayores detalles).

A.2. Construyendo una base para }°

El conjunto de nodos de los elementos finitos es dado por Og = UWET@) Oge =
{a;} Vet donde card(©g) = Ny y a; = (z,23) € Q € R% Paracadad, 1 < i < Npg,
se designa ®;(x) € V°, tal que ®;(a;) = d;;, 1 < j < Nry, donde §;; es el delta de
Kronecker. Si v*(z) € C°(9), se tiene que Zv’ () = SV v9(a,) ;(x).
Corolario 1 Con las hipdtesis anteriores, el conjunto de funciones {®;(x) Nrot propor-
ciona una base de V° y toda funcion v°(x) € V° se expresa como: v°(x) = EZVT{” v (a;) ().

Definicién 7 Los escalares {v°(a;)} %5t son llamados grados de libertad de una funcién

v (x) € V°. Note que la funcion ®;(x) posee soporte pequerio. Con mayor precision, el
soporte de ®;(x) es el conjunto de elementos Q¢ € T () que contienen a los nodos a;.
Ademds, la restriccion de ®;(x) a cada uno de estos elementos Q)¢ es una funcién base
del elemento finito (2, Pp(§2°), Oqe).

Sea 7 (2) una triangulacién de © construida por elementos triangulares Q¢. Dado un
entero P > 1, el elemento finito (Q, Pp(Qy), Ogq_; ). donde el elemento estdndar Oy se
define como Qg = {(£1,&);—1 < €1,6, & + & < 0} como se muestra en la Figura
A.l, Pp(Q2 st) es el espacio de polinomios de orden menor o igual que P definido sobre
Q4 es sabido que dimPp(€2,;) = w = N,, (por lo tanto, la base de Pp(Qy)
debe tener IV, funciones linealmente independientes) y ©g— son los puntos de Fekete
(los cuales se detallaran més adelante), estos puntos de €1, estdn asociados con los puntos
de los elementos (2¢ mediante y y por consecuencia se lo asocia con todos los elementos
finitos (Q¢, Pp(Q¢), Oge) donde Q¢ € T(Q). Entonces, todo (Q¢, Pp(2¢), Ogz) es de
clase C° y se verifican las condiciones de compatibilidad, siendo de esta manera aplicable
el resultado que nos brinda el teorema 3.

A.2.1. Polinomios de Lagrange como base para 1’

La base nodal para una region triangular no puede ser definida con una expresion en
forma cerrada. Sin embargo, se definira la base nodal como los polinomios de Lagrange,
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(0,0)

£y

(—1,-1) (1,-1)

Figura A.1: Regién estandar triangular Q,, para una particién 7 (2) del dominio, expre-
sado en las coordenadas locales Cartesianas (£;, &). Fuente: [19].

denotado por LN™(&;, &), sobre el conjunto de puntos a., en la region estandar Qu, y
mediante  en cualquier otra regién Q€.
Note que

ervm (Qst> C PP(Q_St) = SpanPP(Qst) = Span{SIgg}(r,s)eTa

Por lo tanto, para que la base nodal LZN "(&1,&2), sea una base de Pp (Q_St) es necesario
que Og; contenga N, = w puntos nodales (£, &5). La Figura A.2 muestra la
distribucién de V,,, = 6 nodos sobre 2¢ y la Figura A.3 muestra un ejemplo de polinomios
de Lagrange en un elemento arbitrario Q¢ para P = 2. (Revisar [19, 27] para mayores
detalles).

3 .
/w\\
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/ ~_ 4
250 / e
/ T~
/ \\\
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/ T~ a
2 2
/ A
/ e
B / ///
15 ;f P
// ///
/ 7
1 //
/ 8
//
/ e
05 /
/ -
/ /
/
o . . . . L

a, 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

Figura A.2: Elemento genérico Q¢ con N,, = 6 nodos. Fuente: [27].
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(d) Funcién L§. (e) Funcién Lg. (f) Funcién Lg.

Figura A.3: Polinomios de Lagrange en un elemento genérico Q¢ para P = 2.
Fuente: [27].

A.2.2. Minimizacion de la constante de Lebesgue y los puntos de Fekete

Una eleccién razonablemente buena para los puntos nodales Og= = {a;} " en el
interior de la region triangular, son los puntos que minimizan la constante de Lebesgue.
La constante de Lebesgue es una medida que expresa lo bien que el polinomio definido
sobre un conjunto de puntos considerado aproxima, en relacion al mejor polinomio apro-
ximante a la funcién objetivo en la norma maxima. Basados en esta idea, una alternativa
a la minimizacién de los puntos electrostiticos es buscar un conjunto de puntos con una
constante de Lebesgue pequefia mediante la maximizacion del determinante de la matriz
de Vandermonde. Estos puntos son conocidos como los puntos de Fekete. (Revisar [19]
para mayores detalles).

A.2.3. El polinomio de Lagrange y la constante de Lebesgue

Recordando que ¢ = (gﬁﬂ, considere el problema de interpolacion de una funcién
f(§) en la region estdndar €),;. Dado un conjunto de puntos Og, considere la funcién
polinomial g(§) que verifica lo siguiente:

g(&) = f(&), Vi, 1<i< N,

Este polinomio puede ser considerado como el polinomio interpolador tal que g(§) =
T f(§), donde Zg— es el operador de interpolacién. La constante de Lebesgue muestra lo
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bien que Zi;— aproxima a f(&). Se denota mediante p* () al mejor polinomio aproximante
en la norma méaxima, definida como

1F () = max [£(£)]-

gegst

La constante Ay,, = ||Zg||o, donde ||Zg—||cc = méx||f(¢))=1 ||Zq [l €5 conocida
como la constante de Lebesgue. La constante de Lebesgue es una medida de lo bien que
aproxima Zg—f, en relacién al mejor polinomio aproximante p* en la norma maxima.
Elecciones de conjuntos de puntos nodales como ser los equi-espaciados son conocidos
por tener una constante de Lebesgue que crece exponencialmente. (Revisar [19] para ma-
yores detalles).

Si se representa la aproximacion polinomial en términos de los polinomios de La-
grange, i.e., Zo-f(&) = SN F(E)LY"(€), donde L™ (&7) = 8i; y 6y es el delta de
Kronecker, luego se sabe que

Nn?,

A, = max 3 LY (€)].
1

£€Qst i=

Por lo tanto, evaluando el polinomio de Lagrange a travez de una regién triangular, ¢ €
Q,:, ayuda a tener una interpretacién gréfica de la funcién de Lebesgue. La mayor cota
de esta funcion sobre la region triangular es la constante de Lebesgue Ay, . La funcién
de Lebesgue es ilustrada en la Figura A.4 donde se muestra Ay, para distribuciones de
puntos equi-espaciados y distribuciones de puntos de Fekete, cuando NV,, = 15 (0 P = 4).
En este caso, los puntos equi-espaciados y los puntos de Fekete tienen una constante de

Lebesgue de Ay, = 3,47y Ay,, = 2, 72, respectivamente.

.\\“ X S :_;_‘..;"'J X 0 U \ S v—)
& _.;\-,\ o _——0 £ _g50o —C0,

: 1 = -0
\]\._/“ ~ (.5 E 1 \1\\)“"'4- U.o ;E;
| -1 -1
(a) Puntos equi-espaciados, caso N, = 15. (b) Puntos de Fekete, caso IN,,, = 15.

Figura A.4: Distribucién espacial de la funcién de Lebesgue. El maximo de la funcién
de Lebesgue proporciona la constante de Lebesgue Ay, . Fuente: [19].
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Orden Puntos Puntos Puntos
Polinomial, P  Electrostiticos de Fekete Equi-espaciados
6 4.08 4.17 8.45
7 4.77 491 14.35
8 5.85 5.90 24.01
9 6.87 6.80 40.92
10 8.44 7.75 70.89
11 10.08 7.89 124.53
12 12.63 8.03 22141
13 15.34 9.21 397.7
14 22.18 9.72 720.7
15 29.69 9.97 13159
16 41.73 12.10 2418.5
Cuadro A.1: Constante de Lebesgue Ay, (donde N,, = (Pﬂéﬂ) para un conjunto de

puntos en una regién triangular como funcion del orden del polinomio P
para puntos electrostaticos, puntos de Fekete y una distribucién de puntos
equi-espaciados en la region triangular. Fuente: [19].

Observando el Cuadro A.1, se puede ver que las constantes de Lebesgue para los pun-
tos de Fekete son menores que las constantes de Lebesgue para la distribuciéon de puntos
equi-espaciados, y un poco mayores que las constantes de Lebesgue para los puntos elec-
trostéticos para polinomios de bajo orden P, pero para polinomios de mayor orden, los
puntos de Fekete poseen la menor constante de Lebesgue. Por lo cual se utilizaran polino-
mios de Lagrange definidos sobre los puntos de Fekete (como se muestra en la Figura A.5)
como funciones base para }°, porque pueden aproximar mejor las funciones definidas en
el region elemental.

1F 1k
0.5 0.5r
OF Or
—0.51 —0.5F
_1— 1 1 1 1 1 _l_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 =05 0 0.5 1 -1 =05 0 0.5 1 -1 =05 0 0.5 1
(a) Puntos de Fekete para N,, = (b) Puntos de Fekete para N,, = (c) Puntos de Fekete para N,, =
15. 36. 66.

Figura A.5: Puntos de Fekete. Fuente: [19].
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APENDICE B
METODO DE CONDENSACION ESTATICA

El método de condensacion estdtica o método de condensacion se refiere a la contrac-
cién/reduccion en la cantidad de grados de libertad, mediante operaciones mateméticas
sobre las ecuaciones ensambladas. Este método reducird el costo computacional para re-
solver el problema mostrado en la ec. (4.32), la cual puede ser escrita nuevamente como:

+IA+4B|iIA+ 4B Y! (N7, q)n + AY(t,)
= . (B.1)

A+SB Y3 (N3, Q)n

1 At
—1A 4+ 2B

El objetivo serd eliminar los grados de libertad de Y?. Recordando las identidades mos-
tradas en la ec. (4.4), se sigue que la ec. (B.1) toma la siguiente forma:

B CQAtK lM CQAtK lM 7
1]?:) 2At]: 1i5 2AtI Y5
2 ER 2 6 1

AL 1
IS Y
(5 5

2 6

(b MVE) )

n

(M)

Por conveniencia se intercambia la 2° fila con la 3° fila en la ec. (B.2), como sigue:

(B.2)
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(Fx )

A d

3 ‘K %M Y
1 _ Aty Y?

(%)

2
A 1
( Mg _IM

(B.3)
U(t,)
- O -
Luego, la ec. (B.3) puede volver a escribirse como:
D E Y? H
= . (B.4)
F |G Y? T
Desarrollando las operaciones indicadas en la ec. (B.4), se tiene:
DY’ + EY) = H, (B.5)
FY!+GY)=T. (B.6)
De esta manera, se puede obtener Y? a partir de la ec. (B.6), segtin se muestra:
Y, =F (T - GY)), (B.7)
y se lo reemplaza en la ec. (B.5) para obtener Y9, como se muestra:
(E-DF'G)Y,=H - DF'T. (B.8)

Note que los grados de libertad de Y?¢ eliminados, pueden recuperarse luego de resol-
ver la ec. (B.8). Aunque, las diversas manipulaciones sobre las matrices hacen que estas
sean menos dispersas, son manejables por el computador, puesto que los requerimientos
de memoria quedan reducidos.

B.1. Calculos Auxiliares

Es sabido que:
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At 1 At 1
p-( A v ) B (o i )
< K —M 5 K M
1 _Afy 11 _Aiy
— [ 2 —( 2 6 B.9
P () ee(h k) e
- ( (N{',b), + MV (t,) )
(NZ',b)n

Se puede verificar facilmente que:

4
F'l=(-—— B.10
( At) (B.10)
c2A
—= tK 1 M
DF!G = (B.11)
C2
- 1§tK + ﬁM
CQA (CAt)2
SR M| K
E-DF!G = (B.12)
c2
! 18AtK o
—(cAt)? _
[ZA2K + M| U()
4
DF 'T=(-—— B.13
—(cAt)? _
[ (36 ) K- }LM:| U(%)
(N7, b), + MV(£;) + [‘QTNK + A%M] u(t)
(B.14)

H-DF 'T=

Luego, se obtiene:
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50128AtK + ﬁM _(CA(;)QK
[ Y3 ] =
72 AL 1 (cAt)? §
R 18 K_EM T 18 K+M/
IS

(N7, b), + MV (£) + [*TNK + A%M} u(t)

(B.15)
n —c? _
( 2 7b>n + [ gAtK - ﬁM} U(tn)
i
Finalmente se tiene que resolver el siguiente sistema:
RS =L, (B.16)

donde R € R?Naorx2Naos | § ¢ R2Naorx1 y [, ¢ R?Niorx1
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APENDICE C
PRESENTACIONES NACIONALES E INTERNACIONALES

A lo largo del desarrollo del presente trabajo, los resultados parciales del mismo han
sido presentados en eventos a los cuales hemos sometido el trabajo. En el presente anexo
mostraremos los desarrollos parciales que se han presentado a lo largo de la investigacion.

La primera presentacion fue hecha en el primer CMAC-SE (Congresso de Matemati-
ca Aplicada e Computacional - Sudeste), realizado por la DAMAT, FAMAT, PETMAT
y las regionales 6, 7, 8, 9 y 10 de la SBMAC (Sociedad Brasilera de Matematica Apli-
cada y Computacional). Dicho congreso fue llevado a cabo en la Universidad Federal de
Uberlandia — Campus Santa Moénica en la ciudad de Uberlandia, estado de Minas Gerais,
Brasil, entre el 20 y el 23 de setiembre del 2011. La modalidad de presentacion del traba-
jo en dicha ocasién fue de presentacion de poster de iniciacion cientifica, con consultas
del publico asistente y distribucion de handouts con resimenes del trabajo, en cardcter de
representantes de la FIUNA.

La segunda presentacion fue hecha en la ETyC (Exposicion Tecnoldgica y Cientifica),
realizado por la FPUNA (Facultad Politécnica - UNA). Dicho congreso fue llevado a cabo
en el campus de la Universidad Nacional de Asuncién en la ciudad de San Lorenzo, Para-
guay, entre el 20 y el 23 de setiembre del 2011. La modalidad de presentacién del trabajo
en dicha ocasién fue de presentacion de poster de iniciacion cientifica, con consultas del
publico asistente y distribucion de handouts con resimenes del trabajo en el stand de la
FIUNA (Facultad de Ingenieria - UNA), en cardcter de representantes de la FIUNA.
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The wave equation arises in many physical and engineering applications. Mathematically, the progress
of solving the wave equation largely depends on the progress of developing effective methods and algo-
rithms, taking in consideration its hyperbolic behavior [2].

This work aims the parallelization in time of the resolution of the 2D homogeneous wave equation.
This problem can be expressed as follows:

uyg — Au = 0 in  Qx[0,7], QcCR?
u(z,t) = 0 on 0Q x 0,71, o
u(z,0) = 0 on 012,
ui(z,0) = wv2sin(mzy)sin(rzy) on o0,

where = (z1,22), @ = (0,1) x (0,1), T = v/2 and ¢ = 1. To obtain a high order approximation
scheme, the equation (1) is spatially discretized using the spectral element method. Nodal basis func-
tions for each element of the triangulation 7 (2) of the domain (2 are defined by Lagrange polynomials
throughout electrostatic points in each element. This results in the follows system

Mo+ Ku =

(@)

<

vo= 4
where u, v € R" are the displacement and velocity field respectively and n is the number of free nodes of
the spatial discretization, also M € R™*" and K € R™*" are the assembled mass and stiffness matrices.

For the time discretization is implemented the discontinuous Galerkin method. The method is based
on a variational formulation in time of the semi-discrete problem of equation (2). At each time step, a
residual equation in the interval I,, = (¢, tp41) is constructed as

61(Mé + Ku)dt + / 6o (K (i — ))dt + p1(tn) - Klun] + d(ta) - Mluw] =0, (3)
JI, JI,

where [ui] = uJJr — u, represents the discontinuity (jump) of w at time ¢,, and ¢1, ¢5 are the test
functions for the displacement and velocity fields, respectively. We use discontinuous polynomials of
first order as basis functions.

In this work we explore the implementation of the Parareal method for the temporal parallelization of
the equation (3). The Parareal method is based on a decomposition of the time interval in a coarse grid,
determining subdomains. It involves a serial prediction step based on a coarse solver G on the coarse

Figura C.1: Resumen sometido al CMAC-SE. Pég. 1. Fuente: Elaboracion Propia.
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grid, and a correction step associated to a fine solver F (which can be computed in parallel) on the fine
grid at each subdomain. Both the coarse and fine solvers use the Discontinuous Galerkin method. The
Parareal method can be interpreted as a predictor-corrector scheme where the predictor phase at iteration
k+ 1 is sequentially computed, and the correction term is computed in parallel depending only on results
at iteration k.

This is a scientific initiation ongoing work and the implementation of the Parareal method for hy-
perbolic equations is an open area of research. Preliminary results shows that the method decreases the
stability problem of the classical Parareal scheme, however, it seems to be coarse mesh dependent. The
results encourage the research in this direction. At the moment, the authors are involved in the analysis
of the method.
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The wave equation arises in many physical and engineering applications. Mathematically, the progress of solving the wave equation depends on the progress of developing effective methods and
algorithms, taking in consideration its hyperbolic behavior [3]. This work aims the parallelization in time of the resolution of the 2D wave equation, by applying the Parareal algorithm. It is based on a
decomposition of the integration time interval in time slices. The Parareal algorithm involves a serial prediction step based on a coarse approximation, and a correction step (computed in parallel) based
on a fine approximation within each time slice. In this work, the spatial discretization of the model is performed using the Spectral Element Method (SEM) and the time discretization is performed
using the Discontinuous Galerkin (DG) method.

Introduction

Parareal Algorithm

The wave equation is expressed as follows: The Parareal method is based on a decomposition of the time interval in a coarse grid,
determining subdomains. It involves serial prediction step G, on the coarse grid, and
correction step associated to Fj on the fine grid at each subdomain. G, and Fy use the

M DG method.

uy—AAu=fx.t)in  Qx (0.7, QCR
ulx,t) = glx.t) on 90 % (0.7],
u(x.0) = po(x) in Q,
u(x,0) = pi(x) in Q, 9at

NN NN

where x = (x1.x), 2 = (0.1) x (0,1) and ¢ € R is a constant.

. . . . .
T Th+1 To+2 Tn+s Tnsa
To obtain a high order approximation scheme, the equation (1) is spatially discretized using -
the spectral element method. Nodal basis functions for each element of the triangulation _
T(9) of the domain (2 are defined by Lagrange polynomials throughout Fekete points in each At
element. This results in the follows system: The Parareal method can be interpreted as a predictor-corrector scheme.
Mv + Ku = b, ® predictor. corrgetor
V=i, Nt =G (T Tt Ny ) + Fot (T Tt A) = G (T Tair, M)
. . . . sequential parllel
where u,v € R” are the displacement and velocity field respectively and r is the number of
free nodes of the spatial discretization, also M € R™" and K € R are the assembled mass
and stiffness matrices.
. U, . . . Comparisons between numerical results In the table k is the number of coarse grid
TlITIC. discretization 15. lmplemenled ll{roufgho.ul the dlscontlpuf)us Galerkin method. '["he and analytic solutions show that the wave  gup-intervals (Processors) and 7 — AT i the
method is based on a variational formulation in time of the semi-discrete problem of equation ti be simulated with high i "
A ) LAHon 8 h equation can be simulated with high  humber of fine grid sub-intervals.
(2). Ateach time step, a residual equation in the interval I, = (1, 1,) is formulated as: precision.
[ w(8y-+ By = g i) Al =0, o
I iss[4]2]1 ]
where [y,| =y, —, represents the discontinuity (jump) of y at time #,, w = {N;, N>} is the Ll Kl ] I T B
. - r=265(31|31| 11| 4 |2 1
test and basis function, and:
r=508 31|45\ 16| 5 | 2 1
u, oM K 0 Table: Tierations of the Parareal algorithm, the size of the problem has
= v: A=y o) B=lo 1) kept constant S
b 1 1632 64 128256 512
q= ., N=2 o = .
0 it — -I--|
r=6415(18|8| 4 | 2 1
Note that for the impl ion of the DG di i poly ials of first order are sl e 3] 2
used as basis functions. This leads to the following system : Figure: Wave propagation in the vacuum NP> P oY PO PN P
r=>508|15|31|45|16| 5 | 2
ZX\, = Q. “@ Table: Iterations of the Parareal algorithm, the size of the problem is
where: increasing
g (3B A+ %B () 0 [, Nigdt + Ay(1,) Acknowledgement
“\AEB A+TB) T v YT J,, Nogdt ’ . ) I
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Abstract

This work aims the parallelization in time of the resolution of the 2D wave
equation, by applying the Parareal algorithm. It is based on a decomposition of
the time interval in coarse time domains. The Parareal algorithm involves a serial
prediction step based on a coarse approximation on the coarse time domain, and a
correction step (computed in parallel) based on a fine approximation within each
coarse time domain. In this work, the spatial discretization of the wave equation is
performed using the Spectral Element Method (SEM) and the time discretization
is performed using the Discontinuous Galerkin method (DGM) in both course and
fine grid.

1 Introduction

The wave equation can be expressed as follows:

upw —cAu = f(z,t) in  Qx(0,T], QCR?
u(z,t) = g(x,t) on a0 x (0,71, o
u(z,0) = po(xz) in Q,
w(@,0) = pir) i Q

where © = (z1,22), @ = (0,1) x (0,1) and ¢ € R is a constant. Equation (1) arises in
many physical and engineering applications. Mathematically, the progress of solving the wave
equation depends on the progress of developing effective methods and algorithms, taking in
consideration its hyperbolic behavior [5].

To obtain a high order approximation scheme, the equation (1) is spatially discretized using
the spectral element method. Nodal basis functions for each element of the triangulation 7°(£2)
of the domain §2 are defined by Lagrange polynomials throughout Fekete points in each element.
This results in the follows system:

My+Ku = b,

. ?2)
v o= u,
where u,v € R" are the displacement and velocity field, respectively; 7 is the number of free
nodes of the spatial discretization, M € R"™*" and K € R"*" are the assembled mass and
stiffness matrices.

Figura C.5: Handout presentado al CMAC-SE. Pég. 1. Fuente: Elaboracién Propia.
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Time discretization is implemented throughout the discontinuous Galerkin method. The
method is based on a variational formulation in time of the semi-discrete problem of equation
(2). At each time step, a residual equation in the interval I,, = (¢, tn41) is formulated as:

/ w(Ag + By — q)dt + w(t}) - Alya] =0, ®
JIn

where [y,] =y} — ¥, represents the discontinuity (jump) of y at time t,, w = {Ny, N2} is
the test and basis function, and:

u 0 M K 0
v=(v ) a=(0 %) e (0 g)
t —t t—t
b Ny = Np= —" .
tnt1 —tn tnt1 —tn
Discontinuous polynomials basis functions of first order are used for the implementation of
DGM. This leads to the following system:

q= 0 /)

Z\, = Q, )
where:
1A+ 4B 1A+ 4'B ) < y(th) )
7 = 2 3 2 6 R An = “n R
( —1A+ 4B A+ 4B y(tn1)

Q= ( Jy, Migdt + Ay (1) ) _

1, Naqdt

2 Parareal Algorithm.

The Parareal method is based on a decomposition of the time interval in a coarse grid, deter-
mining subdomains. It involves a serial prediction step Ga. on the coarse grid, and a correction
step associated to Fs; on the fine grid at each subdomain. In both cases for the operators Ga¢
and Fg; are used the DGM.

Gat Gat Gat Gae
/~ AV AV AV R
. Ny B :

P N e NI J\,'\J\,:'\J\,‘

T, Ths1 Tota Toss Toss
! 1 I I Il 4 Il Il I i I I 1 I I I ]
Fp—t—t ]
—_—

At

Figure 1: Graphic scheme of the Parareal

The Parareal method can be interpreted as a predictor-corrector scheme where the predictor
phase at iteration k + 1 is sequentially computed, and the correction term is computed in parallel
depending only on results at iteration k.

predictor corrector

Nih = Gae (T Tosn M) - For (s T, AL) = Gae (To T, X2 )

sequential parallel

Figura C.6: Handout presentado al CMAC-SE. Pég. 2. Fuente: Elaboracién Propia.
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3 Numerical Results.

Experiment 1: To analyze the precision of the serial implementation of the SEM-DG, a
comparison between an analytical solution of (1) and the numerical solution obtained with the
SEM-DG was performed. The numerical solution is obtained using ¢ = 1 and 7" = 1 second.
The domain €2 is discretized using 50 elements and the temporal discretization is discretized
using 200 time steps. Figure 2 shows the max-norm error for several polynomials orders in the
spatial discretization.

Efror = max(abs(u - U

10

exact ” Usequential)

Polinomial order: 2

AR SR TR o N O
] Polinomial order: 3
" Polinomial order: 4
| Polinomial order: 5
' Polinomial order: 6
104
f1 P
. 'IV\I AP AT el ath el VA8V 4 A
5
a
10°

10 i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time steps

Figure 2: Max-norm error between sequential numerical results and analytic solutions
for polynomials of different orders.

Experiment 2: A comparison between the serial and parareal solution using third order
polynomials at the spatial discretization is presented at Figure 3. For the spatial discretization is
used 50 elements and a tolerance of 10~® is used as the parareal stopping criterion.

ETOr = aDS(Us st~ Usaquentia!

4 5
k- Number of iterations

Figure 3: Max-norm error between sequential solution and parareal solution for k=
128.

Figura C.7: Handout presentado al CMAC-SE. Pédg. 3. Fuente: Elaboracién Propia.
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The scalability of the parareal method in the context of the wave equation are presented at
Tables 1 and 2. In both cases third order polynomials are used for the spatial discretization and
a tolerance of 10~® is used as stopping criterion. In Table 1 the size of the problem remains as a

k 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024

1 128 | 64 | 32 16 8 4
r =64 18 8 4 2 1 1
r =121 28 | 15 6 3 2 1
7 =265 31 | 31 11 4 2 1
7 =508 31 | 45| 16 5 2 1

Table 1: Iterations of the Parareal algorithm, the size of the problem has kept constant

constant while the ratio | = % is decreased, therefore the number of subdomains is increased.
In Table 2 the ratio [ = % remains as a constant while the size of the problem is increased.

[k [l16]32]64]128]| 256 | 512 ]|

|7 ls2]32]32]32 |32 3 |
r=64 1518 8] 4 | 2 | 1
r=121 |[15 |21 [15 | 6 | 3 | 2
r=265 || 15 |31 |31 [ 11 | 4 | 2
r=508 || 15 |31 |45 | 16 | 5 | 2

Table 2: Iterations of the Parareal algorithm, the size of the problem is increasing
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