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@ Motivacion
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Motivacion

Consideremos la ecuacién de calor (difusién pura) unidimensional en €2 = [0, L], dado por:

| ?
=

Orw(z,t) = €0zaw(x,t) + f(x,t), para (z,t) € Q X [0,T); (D)
sujeta a las condiciones de frontera de Dirichlet e iniciales dadas por:

z,0) i gg%a’:;.)zo’

2

Donde, € € R es el pardmetro de difusion, £ representa el tiempo, x representa la variable
espacial, dyw(x, t) representa la variaciéon temporal, Oz-w(x,t) representa la variacién
espacial y f (x, t) representa el término forzante.
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Usando el método de Galerkin obtenemos

3

z 2 = Z0,

{ Mi$t2 = Az(t) + Bb(1),

donde z,b € R™ son los vectores de incognitas y forzante, respectivamente. Las matrices
M, A, B € R™*™ son las matrices de masa, rigidez y entrada, respectivamente.

Es importante notar que las matrices M y A dependen del pardmetro de discretizacién
espacial de la malla h.

Ademas la matriz A depende de €.

Discretizando el intervalo de tiempo [0, T'] en n intervalos iguales y usando el 8- método para
la discretizacién temporal obtenemos:




obtenemos la recurrencia:

(M —7(1 — 6)A) 22T = (M — 160A)2" +67Bb + (1 — 9)Bv’ .

(6))

Importante

@ Si 6@ # 1 larecurrencia es implicita consecuentemente es necesario invertir la matriz
(M—-—7(1 — 6)A).

@ Si 6 = 1 larecurrencia es explicita, en este caso la resoluién de la matriz en cada
instante de tiempo es simple.

@ 7 es el tiempo de simulacién.
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Cuando tomamos, por ejemplo, € = 10!, pardmetro de difusién y h = 1/8, tamafio de la
malla, obtenemos los siguientes resultados.

Tamario de la matriz 307 x307 Tamafio de la matriz 16 x16
= =it
1=0.0032552y £ = 10" 1=0.0625 y £=10

Figura: 1 Método de Euler explicito-Galerkin.

Para una solucién fisicamente relevante es necesario considerar T muy pequefio (7 << h).
Esto encarece el método de Euler explicito-Galerkin.

Armoa 2 s finitos izados via funciones



© Objetivo
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@ El objetivo de este trabajo consiste en formular un método numérico estable para resolver
tanto la ecuacion de calor como la ecuacién de conveccion difusion.

@ Estabilizar el método de Euler explicito-Galerkin, para valores de 7 grande
(t = h).

o Explorar la teoria de control para estabilizar el método de Euler explicito-Galerkin.
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© Introduccién
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Definicion 1

Se denomina distribucién sobre €2 a toda forma bilineal T', continua en D (£2), o sea una dis-
tribucién es un funcional T' : D(92) — R; que satisface las condiciones

Q T(au + Bv) = aT(u) + BT (v).
© T es continua en D (), es decir, si (¢, ) converge para cero en D (§2), entonces
T (¢ ) converge para cero en R.

El espacio de las distribuciones con la nocién de convergencia es denotado por D’ (£2). J
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El producto interno es una distribucién

Las funcionales localmente integrables w € Lj.,.(£2) definen univocamente una distribucién
dada por

(Tu,v) = /Q u(z) v(z) dz, Vu € D' (R); Yv € D(Q) (6)

v

Derivada en el sentido de las distribuciones

Parau € D' (Q), ¢ = (a1,+++ ,an) €E N’ y|a| = a1 + -+ + ap definimos la
derivada de orden n en el sentido de las distribuciones como sigue:

o0%u o 0%v
<8w°‘ 9 ’U) = (_1) (ua 8:30‘) 0 (7

En este caso toda distribucion es infinitamente derivable, pues v € C§° (£2)
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____________________[Introduccién [RRCCIRANCY)
Definicion 2

Sea Q C R?, definimos el espacio L?(£2):

2@ = {uo—k [ u@ra < o ®

Cuyo producto interno y norma son definidas por:

(u,v) :/Qu(ac)v(ac)daf: y || :/ﬂ|u(af:)| dxz )

Definicion 3

El espacio de Sobolev HP(2),p = 0, 1,--- , p € Nes definido por:

0%u

H?(Q) = {u:ﬂ—>R;u€L2(Q), . 5
xq 1 < Uz

=€ L2(ﬂ)}- (10)

d

Note que el espacio H°(2) = L3(9).
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Espacios H * (€2)

Espacios H' ()

Note que para p = 1, tenemos que

o]

w@ = {uer@; 3

€ L2(Q)} (11)
En este caso el producto interno en H* esta definido por:
(u,v) = / uvdx +/ VuVuvdz (12)
Q Q

La norma se define como ||u||2,1 = (u,u).

Espacio Hg (£2)

Un subespacio Hg (2) de H* (92) se define como

H5(2) = {ue€ H'(Q); u=0 sobre la frontera} (13)
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© Anilisis de sistemas dinamicos lineales discretos
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namicos lineales discretos

Analisis de sistemas dinamicos lineales discretos

Consideremos el sistema dindmicos lineal de tiempo discreto:
B+l _ k
z = Az", keN 14
{ ko = 30 (14)
donde
2P e R™y
A € R™*™ es una matriz constante.
Para la ecuacién (14) un vector z* € R™ es llamado punto de equilibrio si 2* = A z*
[0ga97, BKO06].

Definicion 4

El sistema (14) es llamado localmente convergente si para z* existe un § > 0 tal que si
|2° — z*|| < 8, lasolucién z* existe y limg o0 2¥ = 2*, ademds es globalmente conver-
gente si limy_, oo 2° = z* para todo 2°.
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e sistemas dindmicos lineales discretos

Definicién 5

El punto de equilibrio z* = 0 de la ecuacién 28t = A 2" es:

@ Estable o estable en el sentido de Lyapunov si, dado € > 0 existe § > O tal que
|z2° — 2*|| < & implica ||2* — 2*|| < € paratodo k > 0;y es denominado inestable

si no es estable.
*

@ Atractivo si existe § > 0 tal que ||2° — 2z*|| < & implica limy_, o0 2* = 2*.
Si d = oo, entonces z* es globalmente atractivo.

@ Asintdticamente estable si es estable y atractivo; globalmente asintéticamente estable si
es estable y globalmente atractivo.

Si el punto de equilibrio z* es estable, decimos que el sistema dindmico lineal de tiempo
discreto 2*T! = A 2* es estable [Oga97, BKO06].
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alisis de sistemas dinamicos lineales discretos

Definicion 6

La funcién V' es una funcién de Lyapunov en un subconjunto W C R™ si
@ V escontinuoen W,y
@ el decaimiento de AV < 0, talque zy Az esténen W.

.

Donde la variacién de V relativo al sistema z¥t! = A z® se define como

AV(Z") = V(T —v(R) = vz - v(EH). (15)

Definicion 7

|

La funcién escalar V' es definida positiva en 2™ si
@ V(z*) =0,y
@ V(z) > Oparatodo z € B(z, £), paraalgin £ > 0.

Decimos que una matriz @ simétrica es definida positiva si su forma cuadrética zTQz > 0
para todo z # O.

A
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s de sistemas dindmicos lineales discretos

Teorema 1

@ Si V es una funcion de Lyapunov para el sistema z°T* = A z* sobre una vecindad
W del punto de equilibrio z* = 0y V es definida positiva con respecto a z* = 0,
entonces z* = 0 es estable.

@ Siademds AV < 0, siempre que z 'y Az estén en W, entonces z* = 0 es
asintdticamente estable.

@ Mds aiin, si W = R™ y V(z) — oo cuando ||z|| — oo entonces z* = 0 es
globalmente asintdticamente estable.

Observacion 1

| N

Un resultado bésico de estabilidad, cuando se considera un sistema dindmico lineal de tiempo

discreto de la forma z¥t1 = A z* es que el punto de equilibrio 2* = 0 es estable si y
solamente si el radio espectral de la matriz A verifica que p(A) < 1 [GQ95, BL0S].

N
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Teorema 2

El punto de equilibrio z* = 0 del sistema dindmico lineal de tiempo discreto z*1* = A z*

es asintdticamente estable si y solamente si para toda matriz simétrica definida positiva
Q = QT > 0, existe una inica matriz P = PT > 0 tal que
AV (zF) = — ()T Q="

Cuando V' (2*) := (2*)T Pz, la expresion AV (z*) = —(2*)T Q2" toma la forma:
ATPA- P = —Q.

La ecuacién (16) es conocida como ecuacion de Lyapunov de tiempo discreto.

(16)
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namicos lineales discretos Control de sistemas dindmicos lineales de tiempo discreto

Control de sistemas dinamicos lineales de tiempo discreto

Se considera el sistema dinamico lineal discreto auténomo:

k41 _ k k
{zzko ; ;40’z + Bu®, conkéeN a17)

donde
u® € R™ es el vector de control,
2P € R™ es el vector de estado,

A, B € R™*™ son matrices constantes e invariantes en el tiempo (sistema auténomo).

v

SeaV : R™ — {0} — RT con V (0) = 0, satisface

AV = V(EMTY) - vEH) = v + BuzR) - v(F) <0, a8)

Entonces, denominamos a la funcién V' (-) funcién de control de Lyapunov para el sistema
2t = AzZ* + Bu* [BKO6].
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Andlisis de sistemas dindmicos lineales discretos Funcion de Lyap para la reali ion de estad

Funcion de Lyapunov para la realimentacion de estados

Asumiremos que la ley de control toma la siguiente forma

k k
u =—Fz
donde, encontrar u® es equivalente a encontrar una matriz ' € R™*™ tal que la solucién del
sistema

2t = (A - BF)zZ", (19)

sea asintéticamente estable con respecto al punto de equilibrio z* = 0.

Ahora para el caso del sistema 27! = A z*¥ 4+ B wu*, la variacién de la funcién de
Lyapunov V (z*) esta dado por:
AV (Z") = —MTQZ* — ()T RuF, (20)

donde Q = qI es simétrica definida positiva (o semidefinida positiva) y R = rI es simétrica
definida positiva, g, € ReI € R™*™ es la matriz identidad.
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Andlisis de sistemas dindmicos lineales discretos Funcion de Lyap para la reali ion de estad

Funcion de Lyapunov para la realimentacion de estados

La matriz F' de la ley de control u® = — F 2* toma la forma [Str81]:
T -1 7
F = (B PB + R) BTPA, Q1)

donde la matriz P simétrica definida positiva, es obtenida resolviendo la ecuacion de Riccati
[Str81]:

-1
P = A"PA — A"PB (BTPB + R) BTPA + Q. 22)

| A\

Teorema 3

La ley de control para el sistema lineal de tiempo discreto z°1t* = A z® + B u* para una
matriz definida positiva R, se define como

w8 = —(BTPB+ R)"'BTPA-zZ, (23)

donde la matriz P satisface la ecuacion (22).

N
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© Definicién del problema
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Definicion del problema

Definicion del problema: Conveccion difusion

Consideremos la ecuacién de conveccién difusion unidimensional en € = [0, L] con término
forzante f (x, t) dada por:

hw(x,t) + kOzw(xz,t) = €Ozzw(x,t)+ f(z,t), 249
para (z,t) € € X (0,T), y sujeta a las condiciones de frontera de Dirichlet e iniciales dadas
por:

w(L,t) =0,
wo ().

wEO, t) (25)

w(x,0)
Donde
wo(z) € L*(Q) y f(z,t) € L*(Q) x L*(0,T).
w(z,t) € H5(2) x L3(0,T).

El término forzante f (x, t) es usado para controlar la ecuacién (24). Los pardmetros €, £ € R
son los coeficientes de difusién y conveccidn, respectivamente.
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Definicion del problema Formulacién Variacional

Formulacion Variacional

Multiplicando la ecuacién
drw(z,t) + KOz w(z,t) = €Ozzw(z,t)+ f(x,t),

por una funcién de prueba ¢ € S = HE () e integrando sobre Q. Se obtiene:

[ ow@ne@ds = [ v e@ds = [ we(@p@)de

+ /Q F(@,t) (a)da. 26)
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Definicion del problema Formulacién Variacional

Formulacion Variacional

Integrando por partes sobre €2 y aplicando las condiciones de frontera
(w(0,t) = w(L,t) = 0.
Se obtiene:
/ hw(z,t)p(x)de = —¢ / wy (x, 1)’ (x)de — K / wa (z, t)p(x)de
Q Q Q
+ / F(@,t) p(a)da. @7)
Q
Y la formulacién variacional esta dada por;

(Orw, ) +a(w,p) = (f,¢) Ve €S; (28)

donde a(-,-) : S X S — R es un funcional bilineal.
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Definicion del problema Formulacién Variacional

Formulacion Variacional

En la ecuacion

(8”-0790) +a’(w7 CP) = (fa‘P)v

los funcionales a(-, -) y (f, ), estan definidos por [Tho97, Che05]:

a(w,p) := /Q [edzw(z,t) - Onp + K Opw(x,t) - p]dx, 29)

() = /Q (@) o de. (30)
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Definicion del problema Aproximacion de Galerkin

Aproximacion de Galerkin

Si Sj, es un subespacio de elementos finitos de S = Hg (), entonces la aproximacién por
elementos finitos consiste en encontrar wr, = wh (x,t) el cual pertenece a Sy para cada
t € (0,T) y satisface

(Bswh,vr) + a(wrn,vn) = (f,vn) Yon € Sh. (31)

De forma a encontrar la aproximacién de Galerkin asumimos que wp, (x, t) tiene la siguiente
forma [NT94]:

m

wi(z,t) = Y zi()eile), (32)

=1

donde el conjunto de los ¢p; Vi = 1, ..., m; constituyen una base para Sh,.

m

Asumimos que el término forzante tiene la forma f (xz,t) = > 7>, bi(z)u: ().

En el contexto de este trabajo asumimos que los ¢; son funciones lineales continuas a trozos,
sobre el intervalo [0, 1].
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Definicion del problema Aproximacion de Galerkin

Aproximacion de Galerkin

Introduciendo wp (z,t) = > i, zi()pi(z) y f(x,t) = v, bi(x)ui(t) en

(Otwn,vr) + a(wn,vn) = (f,vn) VYovn € Sh.

obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

m

= dz .
> (eis i)t + Z a(pis i)z = > (b, pi)ui, =1,..,m; (33)
j=1

j=1

donde las incégnitas son los z; (). Los valores iniciales para z;(0) son determinados obser-
vando la siguiente relacién

m

>z (0)ps = =z

j=1
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Definicion del problema Aproximacion de Galerkin

Aproximacion de Galerkin

Y definimos las matrices M, A y B respectivamente como

L m
M = V soz-sojdw] )
o 1,J=1
L v L L
A = —e U ‘Pésoédw} —ﬁ[/ cpéwdw} y
(0] 1,j=1 (o] i,j=1

m

[ - bi(ac)cpjdw]i,jzl .

En el contexto de este trabajo consideramos que para cada “%” la funcién b; () es constante
en cada intervalo, es decir, constante por partes.

oy
Il
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Definicion del problema Aproximacion de Galerkin

Aproximacion de Galerkin

Denotando el vector de incégnitas por z = (21, . - , zm )T, y re-escribiendo
> (e i) gt + Z a(pi, i)z = > (biypi)ui, i=1,..,m5
j=1 j=1

en forma matricial, obtenemos:

{Mz'gz = Az(t) + Bu(t), (34)

z = Zo0,

donde las matrices M, Ay B € R™>™,

A seguir realizamos una discretizacién temporal del sistema matricial (34).
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Definicion del problema [ UTOVATET0

Discretizacion

Para resolver numéricamente la ecuacion

{Mz'gtz = Az(t) + Bu(t),

z 4 Z0,

discretizamos  la  variable temporal dividiendo el intervalo [0, T']  como:
0=t < ti1 < -+ < tn, = T, con nodos equidistantes £, = 7T y con paso
del tiempo 7 = T'/n. Usando u” para denotar u (%, ), obtenemos la discretizacién de Euler
explicito-Galerkin

M=—= = Az" 4+ Bu'".

La condicion de estabilidad para este método se establece en el siguiente Lema [Tho97].

Lema 1

Sean las matrices A'y M simétricas definidas positivas. Sean \j los autovalores generalizados
de la matriz A con respecto a M. Entonces el esquema de Euler explicito-Galerkin es estable
Si:

7 < min{ci /e, c2h®/€}.
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Definicion del problema [ UTOVATET0

Estabilizacion usando Lyapunov

La representaciéon matricial para el disefio de control teniendo en cuenta la ecuacion
Mz(t) = Az(t) + Bu(t)es:

2"t = Ez 4+ Du"
MO

(35)

= ZO’

donde E=1+7M 'AyD =M 'B.

Para encontrar el controlador ©" en la ecuacién (35), definimos una funcién candidata a funcién
de Lyapunov V dada por:

V(z") = (=", 2").

La variacién de la funcién de Lyapunov V' (2") denotado por AV (2") esta dada por:

AV (") = —(z"Q=z2" + u" Ru"),
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Definicion del problema Estabilizacién usando Lyapunov

Estabilizacion usando Lyapunov

Siguiendo un procedimiento andlogo al Teorema 3, la ley de control para el sistema
2"t = E 2" + D u" esta dada por:

w' =—[(D"PD + R)"'D"PE]z", (36)

donde lamatriz F := (DT P D + R)™' DT P E, ylamatriz P satisface la ecuacién de
Riccati dada por:

P=E"PE-E"PD(D"PD + R)"'D"PE + Q.

Usando la ley de control (36), tenemos la forma estabilizada de la ecuacion
2Tt = Ez2"+ Du":

{ 2’1 = (E — DF)z", 37

Z(O) = Z0.
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O Resultados
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RESNIELOO  Estabilizacion de la ecuacion de calor para T = h

Estabilizacion para 7 = hy x = 0 (Difusion Pura)

En la Tabla 1, se presenta el funcionamiento del controlador para q, » y e dadosy h = 1/ 2¢
tamafio de la malla. Note que con el uso del controlador la condicién de estabilidad sobre T es

relajada considerablemente.

_ g=10,r=10"3y e=10"1
=y T =h?/12¢ T=h T=h
no controlado no controlado controlado
p(E) p(E) | p(E — DF)
1=3 0.8939 8.584 0.8940
1t =4 0.9717 18.6570 0.9406
1= 0.9928 38.1240 0.9694
1=26 0.9982 76.6614 0.9846

Tabla: 1 Método no controlado y controlado
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Estabilizacion para 7 = hy k = 0 (Difusion Pura)

En las Figuras 2 observamos el resultado obtenido para la ecuacién (1) utilizando e = 10~ 1,
T = h?/12€ (para el no controlado, Figura 2 izquierda) y 7 = h (para el controlado, Figura 2
derecha), conh = 1/16

Tamafio de la malla 307 x307 Tamario de la malla 16 x16
1=0.0032552 y epsilon=10 ~* 1=0.0625y e=10"*

79\
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RENIELOOE  Estabilizacion de la ecuacion de conveccion difusion para 7 = h

Estabilizacion de la ecuacion de conveccion difusion paraT = hyx = 1

Presentamos los resultados para la ecuacion de conveccion difusion unidimensional:

Orw(z,t) +1- 0, w(z,t) = edzaw(z,t)+ f(z,t), (38)

Realizamos, el experimento numérico considerando el caso en el cual el coeficiente de difusion
ese = 107! y e = 1073, Consideramos ademds como parimetros de estabilidad 7 = h
y T = h?/12¢, donde h es el tamafio de la malla, definido por h = 1/2°y la dimensién
espacial n = 1/h ver Tabla 2 y 3.

Comparando las Tablas 2 y 3 vemos que el método de Euler explicito-Galerkin controlado con
T = h es estable. No obstante, el método Euler explicito-Galerkin no controlado con parametro

de estabilidad 7 = h?/12€ es inestable.
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RENIELOOE  Estabilizacion de la ecuacion de conveccion difusion para 7 = h

] q=10,r=10"3ye=10""1
=1z T =h2?/12¢ T=h T=h
no controlado no controlado controlado
p(E) p(E) | p(E — DF)
1=3 0.8627 8.2821 0.6298
1=4 0.9637 18.5025 0.7919
1=25 0.9908 38.0461 0.8923
1=26 0.9977 76.6224 0.9457

Tabla: 2 Método controlado y no controlado

) g=1,7r=10"%ye=10"3
h=1/2*
T =h?/12¢ T=h T=h
no controlado no controlado controlado
p(E) p(E) | p(E — DF)

1=3 16.2766 1.5626 0.9999
i= 8.7923 1.6881 0.9989
1=25 4.4817 1.7210 0.9935
1=26 2.2517 1.7293 0,9816

Tabla: 3 Método no controlado y controlado
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RETNEGOCEN  Estabilizacion de la ecuacion de conveccién difusion para = = h

Resultados para la ecuacién de conveccion difusion

En las Figuras 3, se muestran el resultado para el método de Euler explicito-Galerkin no con-
trolado (izquierdo) y controlado (derecho) e = 10~*, en ambos casos el método es estable,
teniendo en cuenta los datos de la Tabla 2.

Tamafio de la matriz 1228x1228 Tmafio de la matriz 32 x32
1=0.0008138 y ¢ = 10” 1=0.03125ye=10"

w(x,t)

apunov

vo A. Gonzédlez Armoa



RENIELOOE  Estabilizacion de la ecuacion de conveccion difusion para 7 = h

Resultados

A partir de los resultados podemos inferir que el método de Euler explicito-Galerkin controlado
es estable cuando el pardmetro de estabilidad 7 = h.

En todo este trabajo hemos considerado los valores de g y r pardmetros de la funcién de
Lyapunov, tal que g > 7.
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Conclusion

@ En esta tesis investigamos la aplicacion de estabilizacion usando la teorfa de funciones de
Lyapunov para el método de Euler explicito-Galerkin definida para el problema de control
de la ecuacion de conveccion difusion. Y concluimos lo siguiente:
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Conclusion

@ En esta tesis investigamos la aplicacion de estabilizacion usando la teorfa de funciones de
Lyapunov para el método de Euler explicito-Galerkin definida para el problema de control
de la ecuacion de conveccion difusion. Y concluimos lo siguiente:

@ El uso de funciones de Lyapunov permite estabilizar el método de Euler explicito-
Galerkin tanto para el problema de difusién pura como para el problema de conveccién
difusién.
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Conclusion

Conclusion

@ En esta tesis investigamos la aplicacion de estabilizacion usando la teorfa de funciones de
Lyapunov para el método de Euler explicito-Galerkin definida para el problema de control
de la ecuacion de conveccion difusion. Y concluimos lo siguiente:

@ El uso de funciones de Lyapunov permite estabilizar el método de Euler explicito-
Galerkin tanto para el problema de difusién pura como para el problema de conveccién
difusién.

@ Por udltimo, experimentos numéricos para mds dimensiones espaciales que las consider-
adas en este trabajo estdn en fase de implementacién, asi como un andlisis del método
propuesto.
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