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Abstract

We consider the optimal cooling of an electronic circuit plate, which is subject to internal
heating sources. The constitutive equations are obtained by modeling the circuit as a pa-
rabolic partial differential equation. The properties of the materials (specific heat, density
and conductivity), are constant by part over the space-time domain. Robin boundary condi-
tions (control variable) are used to model the convective electromechanical cooler system.
To simulate the transient period, the standard finite element method, and the backward Eu-
ler method are used for the spatial and temporal discretizations, respectively. This results
in a large linear system (state equations) parameterized by the control variable where the
unknown is the temperature of the circuit plate. To design a controller, we define a cons-
trained minimization problem where a quadratic cost functional is associated to the state
and control variables, and the restrictions are given by the state equations. This constrai-
ned minimization problem yields a large nonlinear system of equations in the state, control
and dual variables. This nonlinear equations system is solved using a Newton-Rapson ba-
sed method. The formulation of the optimality conditions, as well as the computation of the
jacobian requieres the use of three-dimensional arrays and their special matrix algebra de-
veloped for this work. Comparisons between numerical results and experimental data found
in the literature validate the methodology and numerical results show that the temperature

in the circuit can be controlled effectively.
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Resumen

Consideramos la refrigeracion optima de una placa de circuitos electronicos que posee
fuentes internas de calor. Las ecuaciones constitutivas son obtenidas modelando la con-
duccién de calor por medio de una ecuacion diferencial parcial parabolica. Las propiedades
de los materiales (calor especifico, densidad y conductividad), son constantes por partes en
todo el dominio. Condiciones de frontera de Robin son utilizadas para modelar el sistema
convectivo de refrigeracion electromecanica. Para simular el transitorio térmico, el método
estandar de elementos finitos y el método de Euler implicito son utilizados para las discre-
tizaciones espacial y temporal respectivamente. Esto resulta en un sistema lineal de gran
porte (ecuaciones de estado), parametrizado por la variable de control, en donde la incégni-
ta es la temperatura de la placa. Para disenar un controlador definimos un problema de
minimizacion restricta, donde un funcional cuadratico de costo esta asociado a las variables
de control y de estado, y las restricciones son dadas por las ecuaciones de estado. Este
problema de minimizacién restricta deviene en un sistema de ecuaciones no lineales en las
variables de control, de estado y duales. Dicho sistema no lineal es resuelto utilizando un
método basado en el de Newton-Rapson. La formulacién de las condiciones de optimalidad
asi como el cémputo del jacobiano requiere el uso de arreglos tridimensionales y su algebra
especial de matrices, la cual fue desarrollada en el presente trabajo. Comparaciones entre
los resultados numéricos y los datos experimentales encontrados en la literatura validan la
metodologia y los resultados numéricos muestran que la temperatura puede ser controlada

efectivamente.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Avances tecnoldgicos recientes permiten una mayor miniaturizacion de los equipos
electronicos y un incremento en la frecuencia de operacion de los mismos. Desa-
fortunadamente ambos factores han aumentado la densidad de potencia disipada.
En consecuencia, problemas de refrigeracion aparecen ahora incluso en las que
aparentan ser aplicaciones de baja potencia. Por esta razon, cada vez mas productos
atraviesan en su proceso de disefio una simulacion térmica. Esto a su vez induce
la necesidad de tener modelos térmicos confiables y herramientas de simulacion

capaces de realizar analisis térmicos rapidos y precisos?.

@M. Janicki [1]
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1.1. Un problema abierto en la ingenieria

El problema de la disipacion de calor en circuitos continta creciendo, y debido a las
necesidades de compactacion se espera que su importancia aumente considerablemente.
Se prevé que las placas sean reemplazadas por elementos volumétricos [2]; este reemplazo
conllevara la necesidad de una mejor medicién del comportamiento térmico de acuerdo con
la distribucion tridimensional de los elementos volumétricos.

Mismo en la actualidad, en la época de las placas, ya podemos notar que el analisis
térmico para el diseno de placas circuitales y la simulacion del comportamiento térmico son
de una importancia radical debido a la gran cantidad de fallas térmicas que ocurren. La
abrumadora preponderancia de las fallas térmicas por sobre los otros tipos de fallas puede

apreciarse en la Figura 1.1 (extraida de [3]).

Temperature

Figura 1.1: Causas de las fallas en circuitos electronicos. Figura extraida de [3].

Las herramientas de analisis y simulacion son necesarias en las etapas de disefio de las
placas y componentes, de manera a prevenir la ubicacion poco favorable de componentes
que puedan acarrear posteriores problemas en desempeno e incluso fallas.

La necesidad de simuladores que puedan probar el comportamiento térmico de los arre-

Mauricio Poletti 8 Carlos Galeano
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glos circuitales es debida a la imperatividad de la experimentacién con las disposiciones
que permitan reducir las regiones calientes. Para este fin, el uso de simuladores adecua-
dos permite ahorrar tiempo y dinero que se emplearia en la construccion de prototipos de

laboratorio.

Figura 1.2: Tiristores utilizados en tecnologia HVDC en Nueva Zelanda (compania Trans-

power). Figura extraida de [21] y [22].

Por otro lado, el comportamiento de los componentes electronicos es obtenido de tablas
y curvas trazadas para valores de temperaturas de trabajo, y la precisién que podamos es-
perar, con relacién a las previsiones que hayamos hecho sobre el comportamiento eléctrico
del cirucito, esta supeditada a que el trabajo se realize en el rango de temperatura previsto
para el uso del equipo. Esto es ademas de que el propio circuito se puede quemar y que el

sobrecalentamiento degrada a los semiconductores.

Mauricio Poletti 9 Carlos Galeano
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En pocas palabras, necesitamos que los equipos no se sobrecalienten, y ademas es
deseable, por una cuestion de la precision del comportamiento de los componentes, que
los elementos circuitales trabajen cerca de la temperatura para la que fueron disenados.

Otro aspecto a destacar es el hecho de que la energia consumida para refrigerar estos
equipos puede ser importante, principalmente cuando hablamos de electrénica de potencia.
Las Figuras 1.2 y 1.3 muestran el tamafno que estos equipos pueden alcanzar.

Resulta de interés entonces, optimizar la energia consumida en dicho proceso de refri-
geracion, y de cierta forma encontrar una solucién de compromiso que pueda satisfacer las

necesidades tanto de precision del rango térmico de trabajo como de economia energética.

1.2. El futuro de las placas electronicas

ElI ITRS (International Technology Roadmap for Semiconductors) es un documento ela-
borado por expertos de la industria de los semiconductores, con la intencién de asesorar el
desarrollo tecnologico de semiconductores.

El ITRS representa una opinion calificada para definir las direcciones de interés del
avance de la investigacion en el area de semiconductores; al menos, en lo que se estima
para los 15 afnos siguientes a su publicacion.

El ITRS se divide en temas que son tratados por grupos de expertos distintos. Entre los
temas existentes, dos puntos de particular interés para el presente trabajo, son “Assembly
& Packaging” (que trata la compactacion de componentes y su disposicidn en equipos)
y “Modeling & Simulation” (que menciona las necesidades de desarrollo de modelos y
simulaciones para el futuro).

En relacion al tema de “Assembly & Packaging” del ITRS 2007, se presenta lo que se

Mauricio Poletti 10 Carlos Galeano
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espera sea el futuro de las placas; pues, con la creciente miniaturizacion de los equipos, las
pilas de placas que actualmente se utilizan (ver Figura 1.4, extraida de [2]), en donde las
conexiones entre niveles se dan por conductores externos seran reemplazadas por elemen-
tos que integraran varios componentes conectados por caminos circuitales que recorreran
el volumen, como se muestra en la Figura 1.5.

Los elementos que hemos mencionado, son llamados SiP (System in Package) y pre-
sentan ventajas con relacion a los arreglos tipo oblea (Figura 1.4) pues permiten la integra-

cién rapida de diferentes funciones [2].

1.3. Necesidades de simulacion térmica

Se requieren de modelos matematicos y simulaciones que permitan obtener un mapa
térmico completo para identificar los puntos calientes. Ademas se necesitan modelos tridi-
mensionales que permitan reubicar las fuentes de calor de forma a optimizar termicamente
el sistema. Estas caracteristicas son deseadas con miras a un disefo que optimize la dis-

posicion de los componentes [4].

1.4. El presente trabajo

El presente trabajo consiste en el desarrollo de un método para realizar simulaciones
gue incorporen condiciones de frontera que disipen calor por medio de conveccién. Pre-
sentamos una formulacion y un algoritmo de simulacion que permiten mover las fuentes de
calor, tanto en un plano como en direccion vertical, y que nos da como resultado un mapa

de la evolucién térmica del sistema, lo que permite ubicar los puntos calientes.
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Ademas se desarrolla un método de control 6ptimo para la refrigeracion de circuitos que
busca resolver el compromiso entre la proximidad a la temperatura éptima y el ahorro de

energia.

1.4.1. Metodologia
Estado del arte y antecedentes

Los equipos electrénicos y electromecanicos disponibles en la actualidad en la mayor
parte de los casos son refrigerados con métodos convectivos. La simulacion de los efectos
de la ventilacion y en general de la conveccion forzada para estos equipos es hecha por
medio de ecuaciones diferenciales con condiciones convectivas de frontera.

En la actualidad, el area de optimizacion de fenémenos no lineales es un area de mucha
investigacion, y que requiere de una exploracion exhaustiva y desarrollo de métodos de
acuerdo a las necesidades de las aplicaciones de optimizacion.

Un antecedente fundamental para el presente trabajo es dado por el Trabajo Final de
Grado del Ing. Carlos E. Sauer A. [5]. En dicha investigacion, se presenta un método de
simulacion y control con modelos bidimensionales. El trabajo del Ing. Sauer propone como
desarrollos futuros una serie estudios que son, en su totalidad, encarados en el presente
trabajo (ver [5]).

Otro antecedente fundamental, para el presente trabajo es dado por las investigaciones
llevadas a cabo por Marcin Janicki, Andrzj Napieralski y otros colaboradores [3], [1], [17],
quienes han simulado la evolucion térmica de circuitos electronicos con métodos analiti-
cos, basados en el desarrollo en serie de las soluciones de la ecuacion de calor. Ademas,

estos cientificos han ensayado en laboratorio los circuitos que simularon, y publicaron sus
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resultados. Dichos resultados nos han sido fundamentales para la validacion del trabajo.

Objetivos generales

= Efectuar la simulacién tridimensional del fenémeno de disipacion de calor en circuitos

electronicos.

= Desarrollar un método de control numérico que sea utilizado en el control éptimo de

la temperatura del circuito.

Objetivos especificos

m Desarrollar un software de simulacion del transitorio térmico de circuitos electronicos.

= Validar empiricamente el método de simulacion del calentamiento de circuitos electroni-

cos desarrollado por medio de resultados de laboratorio obtenidos de la literatura.

= Desarrollar un método de control éptimo de temperatura con frontera de Neumann.

= Desarrollar un método de control 6ptimo de temperatura con frontera de Robin.

= Establecer técnicas matematicas que permitan la resolucion de los problemas no li-

neales asociados a la optimizaciéon encarada.

Alcance del trabajo

= Desarrollo de un método tedrico-matematico para la simulacién y el control 6ptimo de

sistemas térmicos de frontera convectiva.

= Validacion de los resultados obtenidos por los métodos tedricos desarrollados, por
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medio de la simulacion de casos especificos y su contraste con resultados laborato-

riales.

= Determinacion de las configuraciones 6ptimas tedricas de las condiciones de frontera

para el control de temperatura del circuito.

Desarrollo del trabajo

Como ya se ha explicado, el trabajo consiste en el desarrollo y la validacion de una
metodologia de simulacién numérica de sistemas térmicos.

Una vez validada la metodologia se plantea utilizar el simulador desarrollado como base
para la optencion de un optimizador no lineal que implemente control de frontera.

Todo el enfoque del trabajo es hecho desde un punto de vista variacional de los pro-
blemas, y se utilizaran elementos finitos en la discretizacion espacial, y el método de Euler
implicito en la discretizacion temporal.

En las siguientes secciones se detalla mejor los desarrollos propios de cada parte del

trabajo.

1.4.2. Simulacion

El problema a resolver consiste en la simulacion del campo temporal de temperatura de
un cuerpo sélido sometido a fuentes de calor en su interior, y que disipa calor por medio de
las condiciones convectivas de su frontera. Es decir, el método desarrollado permite llevar
a cabo analisis térmicos de muchos sistemas, y en particular puede ser aplicado a equipos
electrénicos, como se ha hecho en el presente trabajo.

Se implementan métodos variacionales para obtener soluciones aproximadas de la ecua-
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cion diferencial (que modela la conduccion de calor en el interior del sélido), tomando en
cuenta las condiciones de frontera (que describen la conveccion de calor del sélido para el
extrerior).

Obtenemos la version discreta del problema de simulacién aplicando el método de Ga-
lerkin, y dividiendo el dominio espacial en elementos finitos tetraédricos, a la par que se
discretiza el tiempo en intervalos regulares. Las ventajas de la implementacion de los méto-
dos seleccionados son explicadas en detalle en [5].

El trabajo presenta comparaciones de los resultados numeéricos con resultados de en-
sayos laboratoriales encontrados en la literatura consultada. Las comparaciones muestran

que el modelo utilizado produce resultados que se ajustan a las lecturas laboratoriales.

1.4.3. Control optimo

El presente trabajo desarrolla una estrategia de control de un sistema térmico por medio
de las manipulacién del coeficiente de conveccion h, que regula el intercambio de calor en
una frontera de tipo convectiva. Esta condicion introduce una alinealidad, pues la variable
de control h es multiplicada por la variable de estado T (temperatura).

El control 6ptimo es implementado a partir de la formulacién del problema de simula-
cidn, y a través del uso de un funcional cuadratico. Se presenta una estrategia que permite
encontrar el minimo restricto de este funcional, de manera a cumplir con las ecuaciones de
estado en su forma discreta.

La imposicion de las condiciones de optimalidad restricta son transformadas en con-
diciones de optimalidad irrestricta por medio de un lagrangiano, y estas ultimas devienen

en un sistema de ecuaciones no lineales que es resuelto con una modificacion minima del
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método de Newton-Raphson.

La implementacién de las condiciones de optimalidad y del método de Newton-Raphson
hacen necesario el uso de una generalizacion del concepto de jacobiano (generalizacion
que se explica a profundidad en el capitulo 3), de tal suerte que se necesita del uso de arre-
glos tridimensionales para la resolucion de los citados problemas. Los arreglos tridimensio-
nales utilizados son multiplicados por arreglos bidimensionales para llegar a las ecuaciones

no lineales, cuya solucion finalmente provee el éptimo buscado.

1.4.4. Originalidad y aportes

El trabajo implementa condiciones muy realistas sobre el funcionamiento de los siste-
mas de refrigeracion electromecanicos, y desarrolla métodos para resolver las alinealidades
encontradas.

Es decir, el trabajo toma el desafio de implementar condiciones mas complicadas de
manejar, pero a la vez mas realistas, que las mas comiunmente usadas en resolucién de
problemas de control optimo de sistemas térmicos y tiene exito en construir un método
valido y original para la implementacion de las condiciones en cuestion.

En el proceso de resolver los problemas presentados, se utilizan generalizaciones del
concepto de jacobiano y el de producto de matrices que el trabajo presenta para su uso. Se
muestra y justifica el algebra propia de las matrices tridimensionales utilizadas.

También se obtienen resultados positivos en la constrastacion de los resultados de las
simulaciones con pruebas de laboratorio y se consigue apreciar el funcionamiento del con-

trol implementado.
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Figura 1.3: SCR para un rectificador trifasico de 500 MW y 500 KV (Inga-Shaba, ZAIRE).

Figura extraida de [23].
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Figura 1.4: Obleas utilizadas en la actualidad. Figura extraida de [2].

Figura 1.5: SiP (System in Package). Figura extraida de [2].
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CAPITULO 2

MODELADO Y DISCRETIZACION DEL SISTEMA TERMICO

En este capitulo presentamos el problema térmico, en el mismo, se utilizan los modelos
matematicos (leyes fisicas) que gobiernan las interacciones consideradas; y a partir de ellas
obtenemos las ecuaciones de estado del sistema en su formulacion fuerte. Partiendo de
esta Ultima, se plantea el problema en su forma variacional hasta llegar a la formulacion
débil. El método de Galerkin es implementado sobre la formulacion débil, lo cual permite
formular un problema matricial. Posteriormente, se utiliza el método de Euler implicito para
obtener el problema discretizado en el tiempo.

El presente capitulo cierra con el sistema de ecuaciones de estado discretas, en forma

matricial.
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2.1. Modelo fisico del sistema térmico

El sistema fisico a modelar consiste en una placa sometida a fuentes internas de ca-
lor (componentes). Dicho sistema de componentes de estado sélido transmite calor en su
interior por medio de la conduccion, de acuerdo a la ley de Fourier [3]. Un esquema del

problema puede ser apreciado en la Figura 2.1.

Intercambio de calor

x Fuente de calor
Intercambio de calor

A=

|

Intercambio de calor

Intercambio _
Intercambio de calor

de calor

Intercambio de calor

Figura 2.1: Problema de transmisién de calor. Figura de elaboracién propia.

La citada ley establece que el calor transferido por unidad de area y de tiempo es pro-

porcional al gradiente de temperatura.

q=—\VT (2.1)

La ecuacion (2.1) expresa la ley de Fourier, y en ella, ¢ representa el flujo de calor
por unidad de area, A representa la constante de proporcionalidad (llamada conductividad
térmica) y T la temperatura.

El modelo de la conduccién de calor en sélidos se completa con la consideracion del

balance de energia para un volumen unitario. El balance es expresado por la ecuacion (2.2)
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d
— pedQ:/ qu‘—l—/ 1 (2.2)
dt Jo o0 Q

donde, p es la densidad del cuerpo, e es la densidad de energia por unidad de volumen, ¢
es el flujo de calor por unidad de area, I" es la frontera del volumen considerado y f es el
calor generado en el interior por unidad de volumen.

La ecuacién de balance de energia establece, en pocas palabras, que el incremento de
energia por unidad de volumen es dado por el flujo total de calor que entra al cuerpo, y por
el calor total generado en el cuerpo.

La implementacion coordinada de esta Ultima condicion, junto con la ley de Fourier de-
sembocan en la ecuacion

oT
pev gy =V (AVT) + £, (2.3)

donde: p es la densidad, ¢, es el calor especifico a presion constante, 7" es la temperatura,
t es el tiempo, A\ es la conductividad térmica y f es la generacién de calor por unidad
de volumen. En este modelo ademas se desprecia el calor transferido por radiacién, pues
resulta de mucho menor importancia que las otras formas de transmision involucradas. La
deduccién de la ecuacién (2.3) puede ser encontrada en [6].

En otras palabras, el sistema térmico es modelado por medio de una ecuacion diferen-
cial parcial parabdlica, deducida a partir de la ley de Fourier de la conduccion de calor en
solidos y la conservacion de la energia para una masa de control [6]. Esta ecuacion es

comunmente denominada ecuacion de calor.
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2.2. Simplificaciones al modelo
En el contexto de este trabajo las siguientes consideraciones son tomadas:

1 Las propiedades fisicas (p, ¢, y A) son consideradas constantes por partes tanto en el

espacio como en el tiempo.

2 El término de fuente f también es supuesto constante por partes, o al menos aproxi-

mado por funciones constantes por partes.

3 Cada uno de los materiales que componen la placa es considerado isétropo, y si bien
existe cierta anisotropia en las superficies de contacto entre dos materiales, esta es

encarada con una condicion de contacto perfecto entre las superficies en cuestion.

2.3. Condiciones de frontera y formulacion fuerte

La condicion de frontera modela la refrigeracion por medio de la conveccion forzada

(condiciones de Robin) de acuerdo a la siguiente ecuacion:

ar _ h
= (T —Tw), 2.4
o = A ) (2.4)

donde la h es el coeficiente de convecién. Esta ecuacion representa la llamada ley de New-
ton de la transmision de calor por conveccion [3].

Podemos entonces, formular el problema de la siguiente manera:
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Problema 1, formulacion fuerte

oT

P = V-(AVT)+ f en Qx [ty,ty]

T(z,0) = Tp en Q (2.5)
oT h
8717 - _X(T_TOO) en 0Q x [to,tf].

En la formulacion (2.5) Q C R? es el dominio espacial, y [to,t7] es el intervalo de tiempo

de duracion del transitorio estudiado.

2.4. Formulacion variacional

El modelo presentado en el sistema de ecuaciones (2.5) es llamado formulacion fuerte
del problema; dicha formulacion exige la obtencion de soluciones de una suavidad importan-
te, pues la ecuacion (2.5) nos exige que la funcion T' tenga segunda derivada con respecto
a la posicion.

Una alternativa para la resolucion consiste en la llamada formulacion variacional del
problema. Para ello definimos una transformacioén que para cada valor de ¢ es un producto

interno en L2, (-,-) : L% (to, ts,Q2) — L? (to,t5):

(f.9) = /Q fgda. 2.6)

Por simplicidad escribiremos [, f g en lugar de |, f g da.
La formulacién variacional consiste en tomar la imagen por la transformacion (-, -) de

ambos miembros de la ecuacidn (2.3) por funciones 7 llamadas funciones test o de prueba.

(0, pey o) = (0,9 - (XVT) + f) @7

Mauricio Poletti 23 Carlos Galeano



Universidad Nacional de Asuncion Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrdnica y Electromecanica
SIMULACION 3D DEL TRANSITORIO TERMICO DE CIRCUITOS ELECTRONICOS Y
CONTROL NO LINEAL DE TEMPERATURA POR MEDIO DE METODOS VARIACIONALES

Aplicando la transformacion definida en (2.6) se obtiene

[ woesgy = [ 090w+ [ o, (2.8)

La formulacion variacional se basa en que una funcion T' que satisfaga la formulacion
fuerte (2.5) verificard la ecuacion (2.8) para todo n € L? (to, ts,2). Asi también, si existe una
T, tal que toda funcién n € L? (¢, tr, Q) satisface la ecuacion (2.8) y si tiene suavidad sufi-
ciente (posee segunda derivada con respecto a la posicion), entonces puede demostrarse
que la funcién T satisface la ecuacion (2.3) [6].

Luego, obtenemos la formulacion variacional del problema.

Problema 2, formulacion variacional

or
/ anpE = / nVv - ()\VT) + / nf en Qx [to,tf] Vn € L? (to,tf,Q)
Q Q Q

T5.0) = T en O (2.9)
oT h
5 = 3 (T — Tw) en 09 x [to, tf],

2.4.1. Division del dominio en partes de propiedades fisicas constantes

En esta seccion demostraremos que la formulacion variacional 2.9 es equivalente a

o / 7{ /
e = — [ AV VT + S A T+ | fn. 210
/Qppnat AV ;kmkn I (2.10)

La ecuacion (2.8) presenta integraciones espaciales; estas integraciones pueden calcu-
larse por sectores en el dominio y posteriormente ser sumadas. Haciendo uso de nuestra

hipbtesis de constancia por partes de p, ¢,, el tensor Ay el término de fuente f; dividimos la
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integracion en una cantidad finita de % subdominios €2;,; en donde dichas propiedades fisi-
cas son constantes en el espacio. En otras palabras en el subdominio ;. las propiedades
fisicas seran pg, c,,, €l tensor )\ y el término de fuente f; constantes. Se obtiene asi la
ecuacion

or / 2 /
Cp N— = e V2T + fen, 2.11)
S [ menngy =3 [ Wi+ 3 [ (

y extrayendo los términos constantes de las respectivas integrales se obtiene

e [ 1 = ZAk/ﬂ TS5 [ 2.12)
k k k k

k
donde, por simplicidad, escribimos Z en lugar de Z del mismo modo que fue hecho en
k k=1
la ecuacion 2.10.

Aqui, recordamos que la primera identidad de Green [7]; es dada por:

/w%w:-/ (V- Vo) dV+j{ ¢ (Ve -n)dS. (2.13)
Q Q 0N

Usando la expresion (2.13), (2.12) toma la forma:

zk:pkcpk 77875 Zkk/ Vi - VT+ZAkéan8nT+zk:fk/ka (2.14)

or : , . . -
donde 0,T = o es la derivada en la direccion del vector normal saliente a la superficie.
n

Ademas, tomando en cuenta que
Zpkcpk/ min; = / PCYNiT, (2.15)
k e Q
E Me [ V-V = / AVn; - Vnj, (2.16)
k Qf Q

th/ nmj:/ hnin;, (2.17)
—~ Jo 0

la ecuacion (2.14) puede escribirse

oT
D[ avn-vT+ /\j{ 6nT+/ . 218
/Qpcpn o /Q n Zk: P an (2.18)
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2.4.2. Simplificacion de la integral de superficie

Nos detenemos ahora en el término

> M 7{ nonT, (2.19)

de la ecuacion (2.18), el cual representa la suma de las integrales de superficie en los
cuerpos €2, que componen el cuerpo 2, trataremos de simplificar este término.
De forma a explicar la simplificacion consideramos dos subdominios 2, y Q9, que se

muestran en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Cuerpo 2 y subcuerpos . Figura de elaboracion propia.

Notese que se integra en la superficie exterior de cada subdominio € por separado
y posteriormente se suman las integrales resultantes. La Figura 2.3 muestra las fronteras
001 y 0909 de los cuerpos Q1 y Qs en colores diferentes. Asi también, se puede apreciar
debido a la transparencia de uno de los cuerpos la frontera comun a ambos cuerpos, a la

que llamamos 9 .
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Figura 2.3: Cuerpos (2. Figura de elaboracién propia.

Lema 2.4.1 Considerando que 02 = U0, /08 2,

> f N0 T = 7{ O T (2.20)
e YO i)

Demostracion :
En las caras en que existe contacto entre las partes de propiedades diferentes la expresion
(2.20) integra dos veces, pues se esta integrando la derivada normal en dos superficies
diferentes (una en cada cuerpo que contacta), siendo que las normales salientes a las
mismas son distintas y de hecho opuestas.

En la Figuras 2.4 y 2.5 puede notarse cuales son las superficies de integracion, asi tam-
bién se puede apreciar que las superficies coloreadas (de verde) en realidad son una mis-
ma, pero se llevan a cabo dos integraciones en ella.

Llevando en cuenta la integracion duplicada en las caras repetidas, podemos escribir

> % N0 T = / MO T + / nARONT. (2.21)
k 0, Ukaﬂk/891ﬂ891 021NO0
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Figura 2.4: Cuerpos 2 y fronteras 9921 N 99,. Figura de elaboracion propia.

Figura 2.5: Cuerpos €2 y fronteras 992, N 9€2,. Figura de elaboracion propia.

Considerando 052, a la frontera de €y, definimos 0 2 = 991 N 0y, y 902/ 2, cOMO

el resto de las caras, de manera que

Ukd /09 N Qs = 99, (2.22)

como se ilustra en la Figura 2.2

Nétese que 052 » corresponde a las superficies de color verde de las Figuras 2.4 y 2.5,
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Figura 2.6: Cuerpo 2 y frontera 992. Figura de elaboracion propia.

con sus respectivas normales.

Analizando ahora, el término

/ AOWT, (2.23)
001NN

de la ecuacién (2.21), y llevando en cuenta la ley de Fourier de conduccion de calor en
solidos obtenemos:

MO T = —q, (2.24)

donde q es el calor que sale de la superficie del cuerpo. Entonces, la expresion (2.23) puede

ser escrita:

— / nq. (2.25)
001NN

Debemos recordar que la integral de la expresion (2.25) integra dos veces en cada
superficie; pues, por cada superficie de contacto existen dos cuerpos, y asumiendo contacto
perfecto, el calor que sale de uno entra al otro. Descomponiendo la integral de la expresion

(2.25) en una suma de integrales en las areas de contacto entre cada par de cuerpos que
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se tocan (por medio de un area), por cada superficie de contacto se tendran dos términos

iguales en valor y opuestos en signo, obteniéndose (2.26).

—/ nq=/ n(—q)+/ n(q), (2.26)
Ur[0Q2N(092)€] 01,2 01,2

donde q es el calor que sale de un cuerpo (que equivale a decir que entra al otro), y —q

es el que sale del otro. Naturalmente se tiene

- /am ng = /81’2 n(g—q)=0. (2.27)

Entonces, podemos escribir la ecuacion (2.21) como

> 7{ NenOnT = / AT + / AT, (2.28)
% 0% [2)9) 01,2
0
es decir,
> NenOnT = f AT, (2.29)
O i)
O

Observacion: La demostracion del lema 2.4.1 puede ser facilmente generalizada para
una cantidad finita « de cuerpos.

Utilizando el lema 2.4.1 y tomando en cuenta la Ultima observacion, podemos escribir

/ pcpnaj = - / AV - VT + j{ MnopT + / fn. (2.30)
Q ot Q a0 Q

Finalmente podemos expresar el problema en su formulacion débil, obteniendo:
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Problema 3, formulacion débil

oT

/pcpn = —/)\Vn-VTJr}{ Am?nT+/fn en Qx [to,tf] Vne L*(Q)

Q ot Q a0 Q

T(xz,0) = Ty en Q
or h
_ = —— T_TOO Q ) )
\ 3 /\( ) en 00 x [to, ty]
(2.31)

Considerando las condiciones de frontera del problema, dadas en (2.4), podemos re-

escribir la ecuacioén (2.30) de la forma
orT
/pcpn = —/ )\Vn-VT—?{ nh (T — T /fn, (2.32)
Q ot Q o0

2.5. Método de Galerkin

El método de Galerkin consiste en utilizar funciones test que pertenecen al mismo espa-
cio que el de las funciones de busqueda, y una aproximacién del espacio de funciones de
dimensién infinita L? (©2) por un espacio dimension finita. Para tal efecto creamos un conjun-
to finito linealmente independiente de 7 funciones test 7,,. Consideramos que la solucion

T(x,t) de la ecuacion 2.32 tiene la forma:

T(x,t) = Z Zm () Mm (). (2.33)
m=1
Esta suposicion implica que
OT 0., ZmNm )
[ TR DL (&34

Substituyendo en las ecuaciones (2.33) y (2.34) en la (2.32) obtenemos:

/Qpcpm (%: z‘jn]) = —/me-v (; zjnj)
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..—/BQ hy; (sznj> + Tro /89 hm+/Qfm. (2.35)

J

La frontera dividimos [ elementos de frontera y tomamos la funcién h(z, t) constante en
cada uno de estos elementos. Cuando usamos (2.34) en (2.35) como las integrales que se
tienen son espaciales y que las z; son funciones exclusivamente del tiempo (y consecuen-
temente lo son también las z;). Entonces, aplicando simultaneamente dos propiedades de
la integral; extrayendo la sumatoria por un lado y por otro las funciones que no dependen

de las variables de integracion a partir de la ecuacién (2.35), podemos obtener:

Z 2Zj / pCp1in; = — Z Zj AV - V...

J J

=)z / hain; + Too/ hn; + / fni. (2.36)

asi también, los dos ultimos términos
to [ it [ 1 (2.37)
da Q

son independientes de z; y de Z; y pueden ser expresados como

T [ o= Ts (1) (2.38)
00

/ Ini =bi. (2.39)
Q

Es importante destacar ahora que el término e;(h) presentado en la ecuacion (2.38), puede

ser expresado como el producto de dos vectores d; y h

di = |: f&l [/ falni faini :| GRZ (2.40)

T ~
h_|:h1 R 7 hi:| €R (2.41)
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ei(h) = dih. (2.42)

Luego de las ultimas consideraciones podemos reescribir la ecuacion (2.36) como sigue:
Z (/ pcpnmj> Zj=— Z </ AV - an) zj—z (/ hmm) 2j+Tocei(h)+b;, (2.43)
j Q F Q j o0

En la ecuacién (2.43) hemos formulado una de las ecuaciones que seran necesarias
para resolver el problema variacional; en particular, la que se obtiene tomando el producto
interno por la i-ésima funcion test. Luego, variando la funcion test, es decir, variando i
desde 1 hasta 72, donde m es la dimensién del espacio de aproximacién obtenemos un
sistema de ecuaciones que puede ser representado en forma matricial, como se muestra a

continuacion:
Problema 4, problema matricial
Dados z € R™, h € R, A € R"™X™ B ¢ Rxm C(h) € R, D e Rixly p e R
Bz = —Az — C (h)z+ TDh +b. (2.44)
Las matrices utilizadas en la ecuacién (2.44) son:

B = [ / pcpnmj] e R™*™m A = [ / Avmvnj] e RMXm™ (2.45)

1] 1]

C = U hnmj] € R™™ D — [/ m] e Rl (2.46)
o0 ij 7 ij

Siguen unas observaciones con relacion a las propiedades de las matrices de coeficien-
tes A, B, C'y D que pueden ser facilmente probadas a partir del analisis de sus términos.
Una propiedad, que més adelante utilizaremos, es la dada cuando p, ¢,, A y h son

funciones exclusivamente espaciales; pues entonces, la matriz B es una matriz de Gram,
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pues la operacion
(miymj) = /Q PCpTiN; (2.47)

define un funcional (real) bilineal simétrico y positivo definido (puesto que las funciones
p Yy cp) son estrictamente mayores que cero. En el caso de las matrices A y C, ocurre
exactamente lo mismo, pero con las funciones Vi y A en el caso de A;y con las funciones
ny las h en el caso de C. Es mas, si las funciones cuyos productos internos estan siendo
considerados en las matrices de Gram [8] son linealmente independientes; entonces, cada
matriz de Gram es en realidad una matriz de producto interno, en el espacio envolvente
lineal (de los vectores en cuestion). En ese caso, A, B y C son positivas definidas.

En la ecuacién (2.44) se ha hecho énfasis en el hecho de que la matriz C' es funcién de
h, pues esto es extremadamente importante para las posteriores consideraciones al realizar
el control.

También es fundamental notar que los elementos de la matriz C' pueden ser expresa-
dos como el producto de dos vectores, pues esto sera de enorme utilidad mas adelante.

Entonces, podemos expresar cada elemento de la matriz C' como:
C@j = mid-h, (248)

donde

_ )

y h es el vector ya definido en (2.41).
Por otro lado, la matriz D, vista en la ecuacion (2.46) no es una matriz de producto

interno, es mas, no es necesariamente cuadrada. Lo que podemos notar de ella es que sus
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filas estan formada por los vectores d; que fueron definidos en la ecuacion (2.40), es decir,

T ~
Dz[dl 4 dm} e R, (2.50)

En la ecuacién (2.44) también aparecen los vectores

T

=i oy | <M @51
T ~

Z:[Zl R I Zm:| ERm? (252)
T ~

b=[b1 by bm] €R™ (2.53)

(con las b; definidas en la ecuacion (2.39)) y el vector h que ya fue definido en (2.41).
Finalmente tenemos también la constante T,,, que también puede ser vista como la matriz

homotesia [8] de dimensién 72 y norma usual 7.

2.6. El método de Euler implicito

Recordemos ahora, que en la ecuacion (2.44) las matrices B, A, C'y D dependen del
tiempo, ya que las funciones p, c,, A 'y h son temporales. Lo mismo ocurre, por supuesto,
con los vectores z, z, h y b.

Entonces, al considerar (como ya lo habiamos mencionado), constantes por partes en
el tiempo a las funciones p, ¢,, A, h 'y f y al aplicar el método de Euler implicito, podemos
obtener para cada intervalo de tiempo en que dichas funciones se mantienen constantes las
condiciones que mencionabamos anteriormente. Es decir, las funciones son exclusivamente
espaciales y las matrices B, Ay C en cada intervalo de tiempo son positivas definidas.

El método de Euler implicito [9] consiste en la aproximacion de una funcion por medio
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de la expresion

Pn = Pn-1+ TnSbna (254)

donde ¢ es la funcion que es aproximada y 7, es el ancho del intervalo de tiempo [t,, — 1, t,,].
Para la discretizacion temporal del problema se utiliza el método de Euler implicito con

7 intervalos de tiempo de manera a discretizar la ecuacion (2.44) obteniéndose:
B, (Zn - Zn—l) = —TnAnzy — TCnzp + 7 Toc Dby, + Tnbn, (255)

la cual es obtenida haciendo

g, o on” Znol (2.56)

Tn
En otras palabras, podemos obtener una ecuacion de recurrencia a partir de la ecuacién
(2.55)

(Bn + TnAn + TnCn) Zp — 7—n,-roo-Dnh = Tnbn + ann—h (257)

y asi, como el valor inicial se supone conocido; cuando k£ = 1, z; puede ser calculada si
se conoce h;. Naturalmente, a partir del valor z; y el hy, se puede calcular z,, y asi por
delante.

Los subindices de tiempo asociados a las matrices de coeficientes de las ecuaciones
(2.55) y (2.57), son debidos a que estas matrices estan siendo calculadas con los valores
de las constantes fisicas y la fuente de calor en los instantes de tiempo indicados.

También se puede acoplar todos los tiempos en un solo sistema de ecuaciones, resul-

tando el sistema que se muestra a continuacion:

B+A+C)z+ Nh=TH, (2.58)
( )
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donde: ) -
B 0 0
—Bs By
. 0 o
B= e R (2.59)
—-B, B,
0
0 0 —Bn B
_ T4, 0 _
0
A= A, € RvAxA (2.60)
0
I 0 0 7345 |
| 71Cq 0 _
C= 7.C € R xR (2.61)
0
I 0 0 7:,C5 |
- nTsD1 0 0 -
0
N = 0 72T D,y e RivAxln (2.62)
0
i 0 0 7315Ds |
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En las matrices mostradas arriba, podemos destacar que cada bloque de la forma B,,,
en la ecuacién (2.59) es positivo definido, y que cada bloque de la forma —B,, es negativo
definido; por los motivos ya expuestos anteriormente con relacion a la constancia temporal
por parte de las propiedades fisicas.

Del mismo modo, cada bloque de la forma 7,, A,,, de la matriz A, mostado en la ecuacién
(2.60) es postivo definido y por ende, la matriz A es positiva definida. Lo mismo puede
decirse de la matriz C, con relacion a los bloques diagonales y la matriz toda.

Aprovechamos aqui, para aclarar que en el presente trabajo, la temperatura no pertur-
bada (o del ambiente) T,, se considera constante durante todo el tiempo de simulacion.
Sin embargo, esto no necesita ser de dicha manera; y de considerarse una aproximacion
con temperatura ambiente constante por partes, la formulacion seria similar, con la unica
diferencia efectiva de la aparicion de T, en vez de simplemente T, en la ecuacion (2.62),
con el indice correspondiente a cada bloque.

Siguiendo con las explicaciones de la ecuacion (2.58) los vectores usados en ella se

detallan a seguir,

T T oA
h = [ n’ n? h? } eRM™, (2.63)
T A A
5= [ a7 2T 2T ] e R (2.64)
y
~ T N N
f= [ (by + Byzo)" bl bl ... bl ] e R™". (2.65)

Donde, podemos ver que lo que se hizo fue una concatenacién de filas, un tiempo tras

otro de los vectores hl, 21" y bT respectivamente; con la salvedad del primer vector en la

n

concatenacion de la ecuacién (2.65), el cual incluye un factor que depende de la condicion
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inicial.

El sistema de ecuaciones (2.58) puede verse facilmente que equivale a la resolucion
tiempo a tiempo de la ecuacioén (2.57), basta desarrollar el producto de matrices por bloques.

En relacién a la matriz C' se pueden hacer otras observaciones que seran de futuro
provecho. Ya en la ecuaciion (2.48) habiamos mostrado la forma de cada elemento de la
matriz C, y habiamos expresado a cada elemento de la misma como el producto de dos
vectores; donde el primer vector (m; ;), definido en (2.49), varia de elemento a elemento de
la matriz C'y el segundo vector (h) es el mismo para todos los elementos de ella.

De forma similar a lo hecho en la ecuacién (2.48), podemos expresar cada elemento de
la matriz C' como el producto de dos vectores, y en dicho producto, variar solo el primer
vector a medida que mudamos de elemento a elemento de la matriz, mientras el segundo
se mantiene igual para todos los elementos.

Definimos entonces, el vector

ms s ’
g = [0 ... 0 i 0 ... 0 | (2.66)
Ix(n—1) Ceros Ix(A—n) CEros

donde el indice n, indica en que bloque diagonal toma valor y los indices i y j indican el
elemento de la submatriz C,, al que esta asociado este vector.

Entonces, cada elemento ¢ de la matriz ' se puede expresar como:

co Lo oolgg (2.67)
—_—
axi veces

si el elemento no pertenece a ningun bloque diagonal C,,, y

~

Crnx (n—1)+i , x (n—1)4; = mnjjh (2.68)

si el elemento pertenece a algun bloque diagonal C,, (ocupando la posicién i,; en dicho
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bloque). Recordamos aqui que 7 es el nimero de funciones test, y h es el vector definido
en (2.63).
Podemos entonces, definir

E:B+A+é(ﬁ), (2.69)

para simplificar la expresion de la ecuacion (2.58) y hacer mas una vez énfasis en la depen-

decia funcional de la matriz C' del vector h, para asi obtener el

Problema 5, problema discreto acoplado en el tiempo

E <h> %+ Nh=1, (2.70)
que representa la forma final discreta del problema de modelado del sistema térmico con las
condiciones supuestas. Como puede verse facilmente, dado el vector h (que es lo mismo
que decir, el valor de la funcion h para todos los puntos y todos los tiempos) el problema de
simular la temperatura se reduce a la resolucion de este sistema lineal.

Asi también podemos notar facilmente en que punto se encuentra la alinealidad gene-

rada al tratar a la funcion h como incognita en el problema de control éptimo.
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CAPITULO 3

CONTROL OPTIMO

En el presente capitulo se presenta la formulacion del control 6ptimo, usando un funcio-
nal de costo que tiene por argumentos a funciones de L2. Utilizando las hipétesis simplifi-
catorias presentadas en el Capitulo 2 escribimos el funcional en su forma matricial.

A partir del funcional, ya en forma matricial, y de la restriccion establecida por la ecuacion
de estado, se define un lagrangiano. A este ultimo se le imponen las condiciones necesarias
de optimalidad KKT, obteniéndose un sistema de ecuaciones no lineales que es resuelto con
una minima modificacion del método de Newton.

La imposicion de las condiciones de optimalidad y el calculo de los jacobianos involu-
crados, requieren el uso de una generalizacion del concepto de jacobiano y de arreglos

tridimensionales y su producto por arreglos bidimensionales, el cual es descripto.
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3.1. El problema de control 6ptimo

El problema de control 6ptimo consiste basicamente en encontrar una solucién de com-
promiso entre la adecuada refrigeracion de los circuitos y el ahorro de la energia consumida
en el proceso de refrigerarlos.

Definimos entonces, un campo 6ptimo de temperatura 7% (funcién del tiempo y del es-
pacio), que se desempefa como referencia a ser perseguida por el sistema. Esto establece

un esquema de control que se muestra en la Figura 3.1.

h: entrad T: salida
entrada Planta
e=T'=T = | T'=Ref
—— Controlador O =
Retroalimentacién

Figura 3.1: Diagrama de bloques del controlador disefiado. Figura de elaboracion propia.

Una vez definida nuestra temperatura 6ptima necesitamos cuantificar la distancia del
campo obtenido al campo ideal (es decir, definir una norma del error). También es necesario
cuantificar el costo de generar el control para seguir a dicho campo, es decir, también es

necesaria una medida de la accién del controlador.

3.2. El problema continuo

Para controlar el sistema a través de la frontera de Robin la variable de control que
utilizamos es el coeficiente de conveccion h y las restricciones para la optimizacion son

dadas por la ecuacién de estado (2.5). El problema es encarado disenando un funcional
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objetivo
TR =GN T =T (0,00 T3 120 a0, 00) (3.1)
donde
15 By / | 2z (3.2)
es una forma cuadratica [10] en el espacio L? (¢, ts,€2)y
Y. / /mhzda;dt (3.3)

es una forma cuadratica en el espacio L? (¢, ts,02) y T* es la temperatura objetivo o target.

3.3. El problema discreto
El problema discreto, desarrollado en el Capitulo 2, es expresado por:
E(h)z + Nh = f. (3.4)

Al discretizar el problema (2.5) hasta llegar a (3.4), hemos considerado que el espacio
de busqueda tiene dimensidn finita y las funciones en cuestion son constantes por partes
en el espacio y tiempo. Estas suposiciones permiten transformar las expresiones definidas

en las ecuaciones (3.2) y (3.3) a

I f HLg(t 1y0)= frME (3.5)

| b2 h’Gh, (3.6)

L2 (toty BQ)

donde M y G son matrices de producto interno cuya naturaleza se detalla a continuacion.
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Recordamos la aproximacion en la ecuacion (2.33) en la cual se separa la dependencia

temporal de la espacial

T=Y zm(t)nm(x), (37)

m

y aproximando 7™ del mismo modo, tenemos

m

T =3 2 (t) 1m (). (3.8)
En consecuencia la expresion:
| T—T* Hth 5.9) /to / (T — T*)? dz dt (3.9)
puede ser escrita como
17 =T g /tf/Q (2 0y (@) = Y2 () () do (3.10)
J J
o bien
17T oy~ |, | SO O @t @1

donde, al explicitar el cuadrado se escribe

—T* | _ [ zi — 27 ) i zj — 23 ) n;) dx 1
IT=T = [, [, DN (=S mydear (@12

y reordenando la sumatoria se tiene

17 =T P )= //ZZ o= 20) (25 — 27) mymi da . (3.13)

En este punto podemos notar que debido a que los z;, y z; dependen del tiempo y no de

la posicién podemos quitarlos fuera de la integral espacial, lo que da como resultado

1T =T ey )= /ZZ e z])</977jmdx>dt, (3.14)
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0 equivalentemente

ty
|T—T* ”m(t )= / (z — z*)" B(z — z*) dt, (3.15)
to
donde B es la matriz definida en (2.45), z es el vector definido en (2.52) y z* es dado por:

T ~ ~
Z*_[zik .z z% ] € R™™. (3.16)

Utilizamos una segunda separacion de variables, esta vez para h(z,t) obteniendo:

)

h(w,t) = hj(t)o; (@), (3.17)
j=1
donde:
1 sizegn
oy (x) = (3.18)
0 siz Qé 012,

donde, la frontera del dominio espacial 2 es descompuesta en [ partes con coeficiente de
conveccién h constante en cada parte (partes denotadas por 9;2). Usando entonces, la

ecuacion 3.18 la forma cuadratica

| h(x,t) HL2 ot .09 / /BQ z,t)? da dt (3.19)

se convierte en

| h(z,t) HLQ (t0rt1.09) / /E)QZh JZZh o du dt, (3.20)

y utlizando la propiedad distributiva del producto respecto de la suma se tiene

tr
| h(z,t) |2, 2(t0st7.00) //BQ Zhhala] dz dt. (3.21)

Recordamos aqui que los h; no dependen del espacio, entonces, pueden salir de la

integral espacial; quedando asi

| h(z,t) ||L2t £7.09) / ZZhh </ amjdx> dt. (3.22)
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Ahora bien, la particion 092 = U;0,Q2 es tal que 9;Q2 N 9,2 tiene medida nula Vi # j, lo

que produce que

f5dS sii=j
/ oiojdxr = % (3.23)
o 0 sii#j,
y por lo tanto resulta que
2 b T
HM%QHH@MﬂD:A;h Qhdt, (3.24)

donde @ es una matriz diagonal y el vector h es el definido en la ecuacién (2.41), que

volvemos a mostrar aqui

T ~
h = [ hi o oo o hi] eR (3.25)
y la matriz  es
J5,dS 0 0
0 as : -
Q= fa? c R, (3.26)
: . 0
0 0 [, dS
L l -

Por lo tanto la matriz Q es una matriz diagonal de orden [ x [, recordando que [ es la
cantidad de superficies con coeficente de conveccion constante. Cada elemento diagonal
es justamente el area de cada una de las isuperficies en la frontera con coeficiente de

conveccion constante. Consecuentemente el funcional queda:

q [Y T ro[t
J_/ (z —z*) B(z—z*)dt+/ hT Qhadt. (3.27)
2 to 2 to

Aplicando las consideraciones ya hechas, por las cuales discretizamos el tiempo en un

numero finito » de intervalos de tamano 7, y considerando las funciones z, z* y h constantes
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por intervalo de tiempo, escribimos la primera integral de la ecuacion (3.27) de la siguiente

manera,
tr
/ (z—2) B(z—2")dt =7 (zn—12)" B (zn—17}). (3.28)
to

Expresando la sumatoria como un producto de matrices por medio del acoplado de los

distintos tiempos obtenemos

ty
/ (z—2z) B(z—z")dt=(2—2°)" M (2 -2, (3.29)
to
donde M es ) )
B 0 0
0 7B : o
M = € RvAXIA (3.30)
: , 0
0O --- 0 7B

z es el vector definido en (2.64) y analogamente el vector z* es definido como:
T A~ A
o — [ g7 g . T | eRM (3.31)

A su vez, la segunda integral de la ecuacién (3.27) puede ser transformada en forma
enteramente analoga a la hecha para obtener la ecuacion (3.28) y asi se obtiene
tf n
/ h" Qhdt =7) hl Qh,. (3.32)
to n=1

Donde la sumatoria es mas una vez expresada como producto de matrices

tr - -
/ h” Qhdt =h” Gh, (3.33)

to
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donde la matriz G es

7Q O 0
0 7Q : L
G = e RIAxER (3.34)
. ) 0
0 0 7Q

y el vector h es el definido en (2.63).

Aqui se puede observar que las matrices M y G son matrices de Gram para los pro-
ductos internos inducidos por las formas cuadraticas correspondientes a || ||iz(t07tf79) y
I HiQ(tU,tf,(?Q) respectivamente. Remarcamos también el hecho de que si el conjunto de
vectores que origina la matriz de Gram es linealmente independiente, entonces, dicha ma-
triz es definida positiva [8].

Ademas, las funciones utilizadas son linealmente independientes, pues las primeras (o
k-ésimas) r funciones consideradas forman una base del espacio de aproximacién de la
parte espacial de la solucién (en el caso de la matriz M) y el conjunto de las primeras
m funciones es ortogonal a todas las demas funciones de la base espacio-temporal pues
ningun par formado por un elemento de cada uno de estos conjuntos tiene para un mismo
valor de tiempo imagen no nula, salvo quizas en un punto temporal. Entonces, tenemos
conjuntos linealmente independientes que son ortogonales entre si, de alli es facil ver que
el conjunto total (la base espacio-temporal) es linealmente independiente. Analoga situacion
se da con la matriz G.

Es decir, tanto la solucién aproximada como el control 6ptimo aproximado seran expre-

sados como la combinacion lineal de 7 x 7 y [ x 7 funciones espacio-temporales respec-

tivamente, las cuales son linealmente independientes, y por tanto sus respectivas matrices
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de Gram (M y G) son definidas positivas.
Remplazando (3.29) y (3.33) en (3.27) obtenemos el funcional en su forma discreta
expresado como

J = g -2 M (2 —2°) + gﬁT Gh. (3.35)

Las transformaciones introducidas permiten reducir el problema de minimizacién restric-
ta a:

min J (2, ) (3.36)

3.4. Optimalidad

Para resolver el problema de minimizacién restricta (3.36), lo reducimos a un proble-
ma de minimizacion irrestricta, por medio de la formulacion del lagrangiano discreto [11]

asociado

donde p es el vector de las variables duales.

El lagrangiano (3.37) cumple las condiciones de regularidad necesarias [12] para que en
los puntos minimos de (3.37) se cumplan las condiones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) de primer orden. Es decir, que las derivadas del lagrangiano con respecto a z — z*, h

y p cumplan

oL =qM (z—2")+ETp=0, (3.38)

. E
aﬁLerh—i—pTxgﬁxi—l—NTp:O (3.39)
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0L = E (h) 7+ Nh—f=0. (3.40)

Nos detenemos aqui para explicar cuidadosamente cada una de las ecuaciones obteni-
das a partir de las condiciones de optimalidad de primer orden de KKT para el lagrangiano
(3.37). En primer lugar, las condiciones son obtenidas por medio del uso de la derivada en
el sentido de Gateaux [13] del lagrangiano (3.37) con respecto a los vectores mencionados.
Por otro lado, se puede ver que la ecuacién (3.38), no presenta grandes complicaciones pa-
ra su entendimiento. Sin embargo, la ecuacion (3.39) incluye una operacion representada
por el simbolo x que esta siendo utilizado para indicar el producto de arreglos tridimensio-

nales con arreglos bidimensionales, producto que definimos a continuacion.

Definicion 3.4.1 Sea A,,«.x; un arreglo tridimensional y v,x1 un arreglo unidimensional,

se define el producto x a la derecha C.,,x1x; = Amxnxi X Unx1 COMO!

Cz‘lrzzaikrvkl (3-41)
k=1

Como se puede ver el producto x a la derecha del arreglo tridimensional por un arreglo bidi-

mensional (vector) da como resultado un arreglo tridimensional pero con solo una columna.

Definicion 3.4.2 Sea A,,«nx; un arreglo tridimensional y u1«., un arreglo unidimensional,

se define el producto x a la izquierda C1xnxi = U1xm X Apmxnxi COMO:

Clir = Zul KOk jr (342)
k=1
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El producto x del arreglo tridimensional por un arreglo bidimensional (vector) da como
resultado un arreglo tridimensional con solo una fila.
A continuacion explicaremos el origen de este producto.

El segundo término de la ecuacion (3.39) proviene de derivar con respecto al vector h

el producto
(»"E(h)2). (3.43)
donde A A
i y

Sera demostrado a seguir que (3.44) es equivalente a:

8PTE( )7 (aE(h) ) ) | (3.45

oh
En la ecuacion (3.45) el simbolo x representa el producto definido en 3.4.1 y 3.4.2. Para
contextualizar la expresion (3.45) consideramos el vector h con apenas una componente,

entonces el producto x se simplifica al producto usual de matrices. Es decir, si cada ele-

seria una matriz de la misma dimension que E; y cada elemento d
del correspondiente elemento en E, con respecto al Gnico elemento de h.

Supongamos ahora que el vector h tiene dos componentes, en ese caso existirian dos
derivadas parciales (en el sentido de Gateaux). Es decir, si quisiésemos calcular el incre-
mento A de la expresiéon p’ E < ) z, dado un incremento de uno de los elementos del vector
h, A podria ser aproximado por su parte lineal, es decir

1O

AxP o

O ARy, (3.46)

donde h; es la I-ésima componente de h, y Ah; es el incremento en dicha componente.
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Ahora bien, estamos aproximando localmente a la expresion p”’ E (ﬁ) Z, por su parte
lineal; entonces, sabemos que es valido el principio de superposicion de efectos. Es decir,
la estimacion lineal del incremento A de la expresion p’ E (ﬁ) z, al producirse incrementos

en ambas componentes del vector h es

OF OF
A ~pl =2 3Ah TZZ3Ah 3.47
P 8h1Z 1+Pp 8h2z 2, ( )

que puede ser expresado como un producto escalar de vectores de R?
T
Ax [ p' L2 pTols ] [ Ahy Ahy ] : (3.48)

donde el vector [ PTgTEi PTgTEi ] es la derivada de la funcién p” E (ﬁ) Z con respecto
1 2

al vector h.
: . OF . , ,
En este punto es importante destacar que la matriz T tiene siempre la misma dimen-
k

. , ~ . OF
sidn que la matriz E. Y como para ambas las componentes h; del vector h la matriz e
k
es siempre pre-multiplicada por p” y pos-multiplicada por 2, utilizaremos un producto espe-
cial, que puede ser considerado como una variacion del producto de Kronecker [14], el cual

representaremos por el simbolo x y se aplicaria de manera a transformar

T ~ A~
o (p zﬁ(h)Z):[pTg]ﬁi pTg}ii] (3.49)
en
T ' ~
o (p iﬁ(h)2>:[pTg£ PTaa/i]Xi' (3.50)

Es facil ver que los elementos del vector derivada definido en (3.49) son nimeros reales
(basta con verificar la dimension de las matrices que al multiplicar dan origen a dichos ele-

mentos). Sin embargo, al extraer el vector z de cada elemento, nos quedamos con vectores
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fila en cada elemento del vector

oF oF
Pl o Pl | (3.51)

Es en este sentido que podemos afirmar que el producto representado por x es una gene-
ralizacion del producto de Kronecker, pues, para el producto x multiplicamos cada elemento
de la matriz de la izquierda por toda la matriz de la derecha (igual al producto de Kronec-
ker), con la diferencia de que para el producto x cada elemento de la matriz de la izquierda
puede ser a su vez ser una matriz (del orden adecuado) y el producto que se distribuye a
cada uno de estos elementos no es el producto de escalares por matrices, sino el propio
producto usual de matrices.

En realidad, en la ecuacion (3.50) el producto x podriamos decir que reproduce en cierta
forma al producto usual de matrices; pues, cada “fila” (elemento) del vector PTgTEl PTgTi
es multiplicada por cada columna (la Unica) del vector z. Entonces, para conseguir visua-
lizar mejor lo que pasa con el producto x podemos suponer que el vector de vectores

PTgTE PTgTE tiene a sus elementos (que en realidad son vectores fila) uno detras de
1 2

otro, como se puede ver en la Figura 3.2

Figura 3.2: Matriz de la ecuacion (3.51). Figura de elaboracion propia.

Se puede ver entonces que el producto x opera multiplicando escalarmente cada fila

(ubicada en la direccion horizontal) por cada columna de la matriz que tiene a la derecha.
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Por analogia al producto usual de matrices podriamos entonces definir que este producto

nos da un vector “pila”, pues, por cada fila de la matriz PTSTE/ pTgTE (donde usamos
1 2

el simbolo / para representar que la segunda matriz esta por detras de la primera), se

obtiene un niumero. Una idea de lo explicado puede obtenerse de la Figura 3.3

Figura 3.3: Producto de la ecuacion (3.50). Figura de elaboracion propia.

Ahora, aplicando un analisis analogo al ya realizado para la pos-multiplicacién con el

producto x, esta vez para la pre-multiplicacion, podemos escribir

8<pTEA<ﬁ> Z) =p’ x [ OE | OE } X 7 (3.52)
oh Oh1 Oha

Aqui observamos que lo que eran filas en la matriz TOE  [TOE | yason el resul-
P on Ohs

tado de la multiplicacion del vector p” por la derivada de la matriz £ con respecto a cada

componente del vector h. Entonces, obtenemos una matriz tridimensional [ gTE/ gTE ]
1 2
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donde cada capa de la matriz tiene las dimensiones de E'y sus elementos son las derivadas
de los elementos de E con relacion a cada elemento de h, capa por capa.

Es importante destacar aqui que debido a la asociatividad del producto usual de matri-
ces se concluye con facilidad la asociatividad del producto x. En la Figura 3.4 se muestra

el esquema en que se multiplican las matrices en cuestion.

Figura 3.4: Producto de la ecuacion (3.52). Figura de elaboracion propia.

: o))

Denotamos la matriz OB/ DE |, COMO ——.

Ohy Ohso ah

Es quizas mas facil comprender el origen de la matriz 0 notando que, asi como el

jacobiano de una funcion vectorial es la generalizacion del gradiente de una funcion escalar;
la matriz tridimensional es el jacobiano generalizado para una funciéon matricial.

Como se puede apreciar en la Figura 3.6 el resultado de la multiplicacion es un vector

pila. Ademas, recordando que el vector resultante es la derivada de Gateaux de la expresion

pl'E (ﬁ) z, entonces tomando en cuenta la ecuacion (3.48) podemos expresar A como el
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producto tridimensional, que denotamos por

OF .
A~ p? x = x /Ah x z, 3.53
px s / (3.53)

y que se muestra en la Figura 3.5, donde se puede apreciar que el vector Ah se ubica por

Figura 3.5: Producto de la ecuacion (3.53). Figura de elaboracion propia.

atras de la matriz oL No es dificil ver, que el producto es asociativo en las tres direcciones.

De manera completamente analoga se define el producto x y la matriz derivada

~

cuando el vector tiene mas componentes, y en este problema, tiene nl componentes. En la

Figura 3.6 se puede apreciar como se veria el prodcuto p’ x Z]}%: X Z 'y su resultado el vector
pila en cuestion.

Ahora bien, en la ecuacion (3.39) se estan sumando vectores columna con vectores
pila (si bien tienen el mismo nimero de elementos), esto puede entenderse ya que las
condiciones KKT de optimalidad lo que hacen es ubicar las condiciones necesarias para

la existencia de un minimo del funcional, sabiendo que, si la estimacién lineal (dada por
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la derivada) del incremento del funcional en un punto es nula en todas las direcciones,
entonces no existe una vecindad del punto que contenga a otro punto con una imagen por
el funcional de valor menor que la del punto desde el cual se estima el incremento. Es decir,

la condicién de optimalidad esta dada por

oL” oLt . oLT
AL~ — Az+— Ah+— Ap= .54
5 Z+6h +8p p=0, (3.54)
es decir,
T
~ T T T . ~ _
AL~ % g% % :| [ Az ART ApT :| =0. (3.55)

—

Figura 3.6: Producto de la ecuacion (3.52). Figura de elaboracion propia.

T
Ademas, dado que AL debe tener parte lineal cero para todo vector [ AT ART ApT } ,

entonces, no cabe mas posibilidad que el hecho de que [ %QT o™ %LT } sea el funcio-
Z  oh P

nal lineal nulo; es decir,

o™ o™ oLT ] =0. (3.56)
0z oh op

Entonces, podemos decir que los coeficientes de la combinacién lineal deben ser nulos.

Esto es independiente de la orientacién de los vectores, y nos permite entonces transponer

. , oE |
en la ecuacion (3.39) de pila para columna el vector p” x A x z para poder sumarlo a los

demas vectores de coeficientes.
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En otras palabras, la forma correcta de escribir la ecuacién (3.39) es

- oE _ \ '
8ﬁL:TGh+<pT><8ﬁXZ> +NTp=o, (3.57)

donde, el superindice T,,_,. indica una transposicion de fila para columna. Dicho superindice
fue omitido en la ecuacioén (3.39), pues consideramos que la suma se entiende como una
suma de vectores de la misma cantidad de componentes, sin necesitar la citada aclaracion.
Ademas, en la ecuacion (3.39) se ha utilizado la asociatividad del producto x y ese hecho
en realidad deja al producto x de la izquierda igual al producto usual de matrices, en todo
sentido, salvo quizas en la orientacién de las matrices multiplicadas, sentido que también
resulta obvio, es por eso que hemos escrito la ecuacién (3.39) de la forma en que esta y no

como se muestra en (3.57).

3.5. La matriz 8?
oh

A partir de la ecuacién (2.69), podemos escribir

op A+ B+C(h)

i . , (3.58)
oh oh
entonces,
oC (h
a—? = < ) (3.59)
oh oh

En este momento, recordamos que, como fue mostrado en la ecuacion (2.68), cada ele-
mento de la matriz C' es un vector mk; ; multiplicado por el vector h (en caso de pertenecer
a uno de los blogques diagonales C;) y es un vector de ceros (funcional nulo) multiplicado
por el vector h en caso de no pertenecer a bloque diagonal alguno. En otras palabras, cada

elemento de C es la imagen por el vector h de un funcional lineal, en un caso dado por el
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vector 1k; ; y en otro caso por el vector nulo. Recordamos también que cada bloque diago-

nal Cy corresponde a cada tiempo discreto 7, pues esto es de importancia para entender

. OF
la estructura de la matriz —.
oh
Ademas, sabemos que la derivada de Gateaux de cada elemento, viene a ser dada por
: . : oC

los elementos del vector que representa el funcional lineal. Es decir, para hallar R la cual
sera una matriz tridimensional, basta alinear a los vectores rk; ; asociados a cada respec-
. : g aC . .
tivo elemento a lo largo de la tercera dimension. En otras palabras, a0 tiene tantas pilas
como la matriz C tiene elementos y cada pila es ocupada por el vector mk; ; correspondien-
te al elemento que ocupa las mismas fila y columna en la matriz C.

También podemos notar aqui que la forma de los vectores rk;; hacen que la matriz

tridimensional 8@5 sea “tridimensionalmente diagonal por bloques”, como se mestra en la
Figura 3.7. Llamamos tridimensionalmente diagonal por bloques a una matriz tridimensional
con bloques nulos fuera de unas submatrices de caras cuadradas y profundidad adecuada,
de manera cubrir la diagonal del paralelepipedo, de principio a fin.

Esta estructura claramente esparsa es aprovechable al momento de la implementacién.

: : - . OF
Mirando retrospectivamente, podemos recordar, que la k-ésima cara de la matriz A es
una matriz de las mismas dimensiones de E, y cada elemento de dicha cara es la derivada

del correspondiente elemento en E con relacion a la k-ésima componente del vector h. Es

, ~ OFE )
claro entonces, que las primeras [ caras de on solo tendran componentes no nulas en
las primeras 1 filas y 7 columnas; pues las componentes de los demas elementos solo
dependen posiblemente de los demas tiempos. Lo mismo para el segundo tiempo discreto

y las segundas 7 filas y 7 columnas, en las segundas [ caras; y asi sucesivamente.
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Figura 3.7: Producto de la ecuacion (3.59). Figura de elaboracion propia.

3.6. Meétodo de resolucion

La satisfaccion de las condiciones necesarias de optimalidad de KKT para el problema

derivaron en el ya ampliamente explicado, sistema de ecuaciones (3.60)

qM (2 —z*) + ETp =0
R OF
rGh+pl x —=xz+NTp = 0 (3.60)
oh
Fz+Nh - f = 0,

: : . o oE | .
cuya alinealidad asociada al término p” x & X 7, es evidente.
Para resolver este sistema hemos recurrido a una variacion minima del método de
Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones. Dicha variacion se limita al tamafo del

paso a utilizar, que por lo general es menor que el usado en el método de Newton-Raphson
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usual.

Para proceder a utilizar el método de Newton-Raphson precisamos calcular el Jacobiano

del sistema de ecuaciones (3.60), el cual es dado por

[ o(aM(s—2")+ETp) 0(qM(2-2*)+ETp) o(qM(3—2)+ETp) |
0z oh Ip
S — 8<rGfl+pT‘Z—§ ><2+NTp) 8(rGfl+pTg—§><i+NTp) (8rGﬁ+pTg—€><2+NTp> ’ (361)
0z oh op
9(E2+Nh-f) 9(E2+Nh-f) 9(E2+Nh-f)
| o oh p i

lo que equivale a

aCA'Tf%C
M —— X ET
q oh p
oC e oc
S=|pl'x—= 1G+p’' x— x2 “x2 +NT |, (3.62)

oh oh2 oh

E 0 34N 0

I oh 1

donde los superindices T, y T,—. indican la transposicion de filas para columnas y de

pilas para columnas respectivamente.

2
Ademas, como 8? no depende ya de h, se tieneg =0, luego,
oh Oh?

aC’T —c

M % ET
q e p
ac: oc e
S=1] pl'x = rG — X Z +NT |, (3.63)
oh oh
E ¢ s +N 0
L oh |
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que equivale a

) . _
aC
M T == ET
q Pl x =
ac e, g
S=| pr« % G C s N | (3.64)
oh oh
E 0C s N 0
i oh |

donde podemos notar que el jacobiano es simétrico.
Finalmente podemos entoces describir el método iterativo utilizado en el siguiente algo-

ritmo: Mientras k& < kmax hacer

T
Adoptar valor inicial para el vector [ T hT pT ] :

Con los valores actuales evaluar el sistema (3.60) y obtener el residuo « y el jacobiano
S en el punto en cuestidn. Si el residuo es menor que la tolerancia terminar la rutina,

sino pasar al tercer paso.

Calcular la correccién § = uS='x

T
Actualizar el vector { 57 LT pT } restandole la correccion 6, hacer k = k+ 1y

pasar al segundo paso.

En la rutina presentada, ;. es un factor menor que uno que es multiplicado al paso ori-
ginal del método de Newton-Raphson, de manera a mejorar la rapidez de la convergencia.
Este factor lo hemos hecho variar con el nimero de iteraciones y con el tamafio del residuo,
y obtuvimos tasas de convergencia mucho mejores que las que se obtuvieron con el paso

standard.
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CAPITULO 4

IMPLEMENTACION

En el presente capitulo se muestra la utilizacion del método de los elementos finitos
para la implementacion de los métodos de simulacion y control desarrollados. Ademas, se
muestra el tipo de elementos utilizados, y se comenta sobre algunas maneras ventajosas,
en términos computacionales, para la implementacién, mismo que estas sean de uso ya
comun. Se presentan ademas los algoritmos basicos de solucién de los problemas de si-
mulacion y control desarrollados e implementados.

Es importante destacar, que el método de control desarrollado no se limita al uso de
elementos lineales como los que se muestran en el capitulo presente, ni a la divisién en
elementos finitos; sin embargo estos presentan amplias ventajas al formar matrices bien

esparsas y al ensamblarlas.
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4.1. Método de los elementos finitos

En el capitulo 2 hemos mencionado a las funciones de base, que utilizamos para la
implementacion del método de Galerkin; ademas, hemos explicado que tenemos una base
de funciones espacio temporales que se obtienen multiplicando las funciones z (¢) por las
funciones n (x).

También dijimos en el capitulo 3 que el producto de las z;, por las n; nos dan una base
espacio temporal; y que esto es debido a que las funciones z; son nulas en (tp,tx_1] U
(tx,t,] y toman el valor z; en (t;_1,t;]. Falta ahora conocer la naturaleza de la funciones 7;

utilizadas para implementar el método de resolucion.

4.1.1. Elementos lineales

Dividiremos inicialmente el dominio espacial en una cantidad finita de elementos te-
traédricos conformes [15]; es decir, de manera a que ningln nodo ni arista quede en el
interior de cara alguna.

Posteriormente definiremos por cada nodo (vértice de tetraedro) una funcién ¢ de la ba-
se, y la numeracion de los nodos se correspondera con la de las funciones . Cada una de
estas funciones ¢; valdra 1 en el i-€simo nodo y cero en todos los demas y sera lineal dentro
de cada tetraedro. Es decir, la funcién ¢; se incrementara linealmente de cero a uno dentro
de los tetraedros que tengan como uno de sus vértices al i-ésimo nodo y sera totalmente
nula en todos los demas tetraedros.

Estas funciones son llamadas funciones sombrero, y la limitacién del dominio en el cual

se definen como no nulas facilita mucho los caculos de los productos internos en cuestion.
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La Figura 4.1 muestra el grafico de una funcion sombrero restricta a un tetraedro que tiene

como uno de sus vértices al nodo que corresponde a la funcién en cuestion.

Figura 4.1: Ejemplo de funcion sombrero restricta a un elemento. Figura de elaboracién

propia.

Figura 4.2: Funcion sombrero restricta a dos elementos. Figura de elaboracién propia.

El uso de este tipo de funciones facilita el calculo, y permite rutinas sencillas y similares
a las que pueden ser encontradas en [16].
Ademas, ya hemos mencionado anteriormente la constancia por partes de las propie-

dades fisicas, y de la generacién de calor por unidad de volumen, asi como del coeficiente
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de conveccion. Es precisamente en cada elemento que esta constancia se da, es decir las
propiedades fisicas del material, la generaciéon de calor y el coeficiente de conveccion se
consideran constantes por cada tetraedro, o en el caso del coeficiente de conveccion por
cara externa del tetraedro. El método permite refinar la aproximacion simplemente aumen-
tando el numero de nodos, y consecuentemente reduciendo el volumen y area externa de
cada tetraedro.

También las consideraciones hechas en el capitulo 2 con relacion al contacto perfecto
entre caras interiores, se pueden considerar como si cada porcién de propiedades constan-

tes es un tetraedro; o bien, un grupo de tetraedros.

4.2. Matrices locales y globales

Las matrices B, A, C y D; que fueron presentadas en las ecuaciones (2.45) y (2.46),
asi como otras utilizadas pueden ser calculadas elemento a elemento de la matriz. Sin
embargo, dada la forma de las funciones sombrero utilizadas, las matrices obtenidas son
muy esparsas, y no es computacionalmente practico su calculo por elemento de la matriz,
es mas conveniente en este caso realizar el calculo tetraedro a tetraedro, e ir acoplando los
calculos en las matrices, superponiendo los efectos de funciones sombrero diferentes que
son simultaneamente no nulas en mas de un tetraedro.

Ademas, de forma completamente analoga a como se muestra en [16] puede mostrarse
que las integrales de las citadas matrices, y de otras que se pueden calcular de la misma
forma) son funciones exclusivamente dependientes de los volumenes y las areas de los
tetraedros.

Para el caso de la matriz B, calculos integrales sencillos pero un poco largos llevan
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facilmente a ver que en un tetraedro la integral

peicpEvV
Pe;Cpe, Millj = : (4.1)
sii=1j3,y
peicpe-v
Pe;Cpe, MiMj = : (4.2)
/61_ e pl Ay 20

si ¢ # j, donde e; es un tetraedro y V' es el volumen del tetraedro en cuestién. Esto nos
permite ensamblar la matriz B, a partir de los datos de los volimenes de los elementos,
simplemente partiendo de un matriz llena de ceros y sumando sucesivamente las integra-
ciones en cada elemento en los lugares correspondientes.

Se procede en forma similar con las demas matrices, e incluso algunos vectores usados.
Mas detalles con relacion al ensamble de matrices globales a partir de las locales pueden

encontrarse en [16] y en [5].
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CAPITULO 5

EXPERIMENTACION Y RESULTADOS

En el presente capitulo, presentamos los detalles de los modelos utilizados, como son
las refinaciones, los valores de las propiedades fisicas, etc. Se indican los algoritmos basi-
cos de implementacién y se muestran los resultados numéricos que avalan el desempeno
de los métdos desarrollados.

Se presenta también una implementacion de control con otro tipo de frontera, que
formé parte del estudio preliminar al desarrollo del método de control sobre el que versa

el presente trabajo.
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5.1. Simulacion a malla abierta

La simulacion a malla abierta consiste en hallar el valor de la temperatura 7' teniendo el
valor de h como dato. El objetivo sera comprobar experimentalmente el modelo comparando
nuestros resultados con otros obtenidos en laboratorio, los cuales hemos encontrado en la

literatura consultada.

5.1.1. Algoritmo de simulacion

Para simular la evolucion de la temperatura dadas las condiciones de frontera de Robin,

se procede de la siguiente forma:

Lectura de archivo con coordenadas de los nodos.

Lectura de archivo con nodos de los elementos.

Lectura de archivo de caras exteriores.

Generacion las matrices teniendo en cuenta las propiedades fisicas.

Resolucion del sistema lineal.

Despliege de resultados.

5.2. El modelo y sus simplificaciones

Para encontrar el campo de temperatura partimos de la ecuacion (3.4) teniendo en cuen-

ta que en este caso el valor de h es conocido, por lo que la solucion del problema consiste
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en reemplazar h en
E(ﬁ)izf—Nﬁ, (5.1)
y resolver el sistema para hallar z. Por lo tanto la simulacion consiste en resolver (5.1), un

sistema de ecuaciones lineales. El sistema de ecuaciones a ser resuelto incorpora ya las

propiedades de las distintas capas involucradas, las cuales fueron extraidas de [1].

silicon chip

molybdenum
heat spreader

copper frame —|
raisin insulator

aluminium plate

Figura 5.1: Capas del circuito. Figura extraida de [1].

Simplificamos este modelo pasando de un modelo de 5 capas a 2 capas (del mismo

modo que se hizo en [1]), tomando:

= Una capa de aluminio, por el gran gradiente de temperatura que presenta.

= Una capa representativa de las superiores, con propiedades promedio.

El modelo simplificado es el siguiente
De manera a validar experimentalmente los resultados obtenidos tomamos los resulta-
dos experimentales de las medidas de laboratorios encontradas en [17].

El modelo simplificado a simular lo detallamos a continuacion:
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heat flux coulinE}
s 44 2EEER Dy =178 WiMPK
top layer A = 1.5 WimK; ¢y = 9*10% m?/s

aluminum plate | 4; = 240 WimK; o; = 1*10~* m?ls

FREPRE T F Y b, =17.8 WimK

cooling
Figura 5.2: Capas del circuito simplificado. Figura extraida de [1].

= Consideramos una placa fina con diferentes propiedades fisicas, las dimensiones de

la placa son de 7,5 cm de largo, 5 cm de ancho y 1,5mm de grosor.

= El flujo de calor aparece principalmente en las superficies superior e inferior, en las
. , . , or .
superficies laterales despreciamos el intercambio de calor o = 0, consideramos
n
estas como superficies adiabaticas.

= La transmision de calor al aire se da por conveccion natural, el coeficiente de convec-

cion tomamos h = 17,8 - en la superficie superior e inferior.

= La generacién de calor se da en el chip en el centro de la placa, el chip tiene forma
rectangular de 2 c¢m de largo, 1c¢m de ancho y 1,5mm de grosor. El calor generado

por este es de 9,4

= El sistema térmico parte de una temperatura homogénea igual a la del ambiente

T(z,0) = Tw,. Consideramos la temperatura ambiente T, = 293 K

= Los materiales que componen el sistema son isétropos.
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= |a conductividad térmica del cuerpo generador de calor es \; = 1, 5%, conductivi-

dad térmica de la placa es de \; = 240%. El producto de la densidad por el calor

especifico del cuerpo generador de calor es pic, = 1,67 x 107 m;{K y el producto de
la densidad por el calor especifico de la placa es pacpy = 240 x 104 m;{K.

En la figura 5.3 podemos observar el modelo del circuito anteriormente descripto.

Superficie adiabatica

Fuente de calor

AN

|

Intercambio de calor

Intercambio de calor

Superficie Superficie adiabatica

adiabatica

Superficie adiabatica

Figura 5.3: Modelo del circuito. Figura de elaboracion propia.

5.3. Discretizacion

Para la discretizacion espacial tomamos 16 nodos en la direccion del largo, de 7,5 cm,
11 en la del ancho, de 5¢m y 3 en la del grosor, de 1,5mm. Lo que nos da 528 nodos. En la
discretizacion temporal tomamos 20 divisiones y el tiempo final es de 400 segundos, tiempo
en que llega a estado estable. Con esto el sistema de ecuaciones (5.1) resulta un sistema
de 10560 ecuaciones.

Resolvemos el problema (5.1) de forma secuencial y utilizando métodos directos para

hallar el campo de temperatura. La Figura 5.4 muestra la distribucion de temperatura del
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circuito en estado estable por medio de una escala de colores.

' 1
366 367 368 369 370 3n 372

Figura 5.4: Simulacion (estado estable). Figura de elaboracién propia.

Como podemos ver, en la parte central, donde se encuentra el cuerpo generador del
calor (el chip) la temperatura es mayor y esta va bajando al aproximarse a los bordes de
la placa, es importante notar que en el modelo la placa es rectangular es por esto que la
temperatura es mayor en los bordes en la direccién del ancho que la del largo.

Para comprobar el modelo en forma experimental tomamos las mediciones de laborato-
rio del punto central de la placa extraidas de [1], y comparamos con el valor de la tempe-
ratura a través del tiempo del punto central resultante de resolver (5.1). La comparacion es
mostrada en la Figura 5.5

Se puede observar que los resultados de la simulacion se asemejan a los de laboratorio,
existen pequenas diferencias entre las mediciones y los resultados de laboratorio. Con esto
se demuestra en forma experimental que el modelo concuerda con los resultados fisicos
medidos.

La figura 5.6 muestra el valor de la temperatura en los distintos puntos de la placa.
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Malla abierta; medicion de laboratorio - simulacion
. . . . .

= "
0F ] o
.

Temperatura
.
S
L

1 | | | 1 |
0 50 100 150 200 250 300 3850 400
Tiempo en segundos

Figura 5.5: Comparacion con resultados de laboratorio. Figura de elaboracion propia, a

partir de figura extraida de [1].

Se puede observar que la temperatura en estado estable de los distintos puntos se
encuentra alrededor de los 370 K y que no existe gran diferencia de temperatura entre los

distintos puntos de la placa.

5.4. El problema de control 6ptimo con frontera de Neumann

5.4.1. Modelamiento con frontera de Neumann

Para modelar el problema de control con frontera de Neumann partimos nuevamente de
la ecuacion (2.3) con la diferencia que las condiciones de frontera cambian. El modelo es el

siguiente:
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Figura 5.6: Evolucion temporal de los distintos puntos de la placa. Figura de elaboracién

propia.

Problema 1 de Neumann

oT
pv gy = VOAVT)+f en Qx[toty]
T(z,0) = Ty (5:2)
oT ¢
\ 8777 = - en 00 x [to,tf],

donde 2 C ®3 es el dominio espacial, y [to,t;] es el intervalo de tiempo de duracién del
transitorio estudiado. Realizamos las mismas condiciones que en el problema de Robin.
Las propiedades fisicas (p, ¢, y A) son consideradas constantes por partes tanto en el es-
pacio como en el tiempo, permitiendo asi la resolucién del problema no lineal. El término de
fuente f también es supuesto constante por partes, o al menos aproximado por funciones

constantes por partes. Cada uno de los materiales que componen la placa es considerado
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isotropo, y si bien existe cierta anisotropia en las superficies de contacto entre dos mate-
riales, esta es encarada con una condicion de contacto perfecto entre las superficies en

cuestion. Escribiendo la formulacion variacional tenemos

<77i,pcp8;;> =i, V-(AVT) + f), (5.3)

y tomando las mismas consideraciones que en el capitulo 2 tenemos para la ecuacion

(2.12), se tiene,

or
/pcpm = —/ AVm-VT—Fj{ mx\anT—F/ I (5.4)
Q ot Q o9 Q
. - oT q
A seguir implementamos las condiciones de frontera an Y y obtenemos

oT
/pcpmm =—/ /\Vm-VTJrj{ i /fm (5.9)
Q Q o0

Método de Galerkin

Para aplicar el método de Galerkin, de manera similar a la hecha con la formulacion
con condiciones de Robin, volvemos a aproximar 7" mediante un conjunto finito linealmente

independiente de m funciones test n; haciendo

T = Z Zm (8) T ( (5.6)
Lo cual a su vez implica que
OT 0, Zmlm .
== ;zmnm. (5.7)

Remplazando ahora, (5.6) y (5.7) en (5.5) obtenemos

ZZ}/ PCpTi * M; :ZZJ/ AV Vn; —/ qm+/ I (5.8)
j Q j Q oN Q
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La funcién ¢ es aproximada como constante por partes triangulares y finitas en el espa-

cio, (igual a lo hecho para la condicion de frontera de Robin). Esto nos da

/89 qni = zl:m (/@Q 77z'> (5.9)

donde 9,92 es el triangulo ! de la frontera.
Los dos ultimos términos de la ecuacion (5.8) son independientes de z; y de Z; y pueden

ser expresados como

ZCH (/819 77i> =€ (5.10)

Q
Ademas, al llegar aqui, podemos ver en la ecuacion (5.10) que el término ¢; es el pro-

ducto de dos vectores d; y g

di:|:fal77i O fa[m}’ (5.12)
T

q:|:q1 eeoq... q[:| , (5.13)

¢ = diq. (5.14)

Luego de las Ultimas consideraciones podemos reescribir la ecuacién (5.8) como sigue:

Z </Q P%Uﬂ?j) Z.j = — Z (/Q AVn; - V?]j) zi — €+ b;, (515)

J J
Vemos entonces que en la (5.15) hemos formulado una de las ecuaciones que seran ne-
cesarias para resolver el problema variacional; en particular, la que se obtiene tomando el
producto interno por la i-ésima funcion test. Luego, variando la funcion test, es decir, varian-

do i desde 1 hasta 7, donde m es la dimension del espacio de aproximacién, obtenemos

un sistema de ecuaciones que puede ser representado en forma matricial por
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Problema 2 de Neumann, formulacion matricial

B = —Az — Dq+ b, (5.16)

donde, las matrices B, Ay D son idénticas a las definidas en las ecuaciones (2.45) y (2.46),

y para aclarar las volvemos a mostrar aqui:

B = U pcpnmj] e R™™M A = U )\vanj] e RMXm (5.17)

] ij
D= [/ m] e R (5.18)
o 1ij
Lo mismo acontece con los vectores z, z y b utilizados en la ecuacién (5.16), es decir,
son idéticos a los definidos en las ecuaciones (2.52), (2.51) y (2.53), respectivamente. De

igual manera volvemos a recordar sus definiciones aqui.

2=[ o 2 e oz T (5.19)
z=1[z . . .. zm]T (5.20)
b=[p - by, - byl (5.21)

Vemos entonces que el sistema (5.16) es similar al sistema de ecuaciones resultante
en la formulacién Robin con la diferencia que no aparece el termino C'(h)z que marcaba la
alinealidad en el problema de frontera Robin. Por lo tanto el sistema (5.16) es un sistema

lineal, esto hace que el control Neumann sea de mas sencilla resolucion.
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Discretizacion temporal

Utilizando el método de Euler implicito dividiendo el intervalo temporal en 7 intervalos

de tiempo. Aproximamos la derivada temporal

iy = 2 nml (5.22)

Lo que resulta en

By (zp — Zpn—1) = —TApn 2y — 7 Dy qn + 7 by, (5.23)

donde el subindice & indica el tiempo discreto en que son evaluadas las matrices y vectores

en cuestion. La ecuacion (5.23) puede ser reordenada, de manera a obtener

(Bn+7An)2, +7Dpqr = BpZp—1+ 7by,. (5.24)

Dado que el valor de zy es conocido podemos acoplar los distintos tiempos en un solo
sistema de forma similar a la hecha en la formulacion de Robin. Obtenemos entonces la

ecuacioén de estado para el sistema con frontera de Neumann

Problema 3 de Neumann, problema discreto acoplado

<
I
u'-'a)

Hi+ K (5.25)
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donde:
Bi+ 1A 0 0
—Bs By + 1 Ay
0 :
H= : (5.26)
: —B, Bn+TA, :
0
0 0 —B; B+ T1A;
T_Dl 0 e e 0
0
K=1 7D, Co (5.27)
0
0 0 7Dy
T
z:[zg . zﬁ} , (5.28)
T
‘7: |: q{ e qz .« e qg; :| (5-29)
y
f:|:(f1+Blzo)T £ ... £ ... fg]- (5.30)

5.4.2. El problema de control éptimo

Para realizar el control de temperatura tomamos como variable de control el flujo en la
frontera, es decir, suponemos que controlamos el flujo en toda la frontera y a lo largo del

tiempo. A partir del modelaje de fendmeno, el cual fuera recientemente expuesto obtuvimos
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la ecuacion de estado
Hz+ Kv=f (5.31)
Para realizar el control 6ptimo definimos el siguiente funcional en forma analoga a lo

planteado en (3.1)

q (Y T ro[4
J:/ (z—z")" B (z—z*)dt—l—/ vIQvdt, (56.32)
2 to 2 to

donde B es la matriz definida en la ecuacion (5.17) y @ es la misma definida en (3.26) (una
matriz diagonal en la cual cada termino es el area de la cara en cuestion).
La matriz B, fue recientemente mostrada de nuevo en la ecuacion (5.17), y la matriz Q

se vuelve a mostrar aqui.

falﬁds 0O -+ ... 0
0 :
Q= . (5.33)
. . 0
I 0 B ] famds_

Podemos notar aqui que en el funcional (5.32), el primer termino nos da una norma del
error respecto a la temperatura objetivo y el segundo termino nos da una medida del costo
de la refrigeracion. Por lo tanto al minimizar el funcional, estamos minimizando el error pero
a la par minimizando el costo de la refrigeracion, dado por una norma de ©.

En el funcional (5.32), los parametros ¢ y » son pesos que nos definen la relacion de
importancia entre el error y el costo de refrigeracion. Es decir, si se aumenta la relacién g
se da mas importancia a la minimizacion del error y si se disminuye dicha relacién se da
mas importancia a la minimizacion del costo de refrigeracion.

Procedemos ahora a discretizar la primera integral temporal del funcional (5.32); en-

tonces, aplicando la suposicion de constancia por partes en el tiempo de las funciones
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involucradas, quedando asi

¢
/ ' (z—2z)" B(z—2z")dt = TZ(Zn — 2 ) B(z,—2)=(2-2)" M (2 -2"), (5.34)

to

donde ) )
7B 0 0
0 7B :
M = : (5.35)
: : 0
o -~ 0 7B

Luego, con el mismo procedimiento, para la segunda integral del funcional (5.32) se

tiene
ty n
/ vTdet:TZViTQVi:VTG\"/, (5.36)
to i=1
donde ) )
7Q 0 0
0 7Q :
G= . (5.37)
. ) 0
0 0 7Q

Finalmente, aplicando los cambios pertinentes, utilizando (5.34) y (5.36) en (5.32) obte-

nemos el funcional discreto
vIav. (5.38)

En este momento, ya podemos expresar el problema de control éptimo como

min J(2,%)
(5.39)
sujetoa Hz + K¢ =f.
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Una vez mas, transformamos el problema de minimizacién restricta a un problema de
minimizacidn irrestricta a partir del uso del lagrangiano discreto [11]

(2-7)" M (2-2")+ 597 GV + (p. Ha + Kv — £). (5.40)

Imponiendo las condiciones de optimalidad KKT de primer orden al lagrangiano (5.40)

obtenemos
oJ N
—— = ¢M((z—-z)+H"p = 0
0z — z* 1 ( ) p
O _  LGe+KTp = 0 (5.41)
ov
8%7 = Hz 4+ Kv —f =0
op
El sistema de ecuaciones (5.41), puede ser escrito de forma matricial como en (5.42)
qgM 0 HT 2 q M z*
0 rG KT V| = 0 - (5.42)
H K 0 p f

Resolviendo el sistema de ecuaciones (5.42) encontramos los minimos de J(z, 7). Para

resolverlo despejamos el sistema obteniendo
p=—qH TMz+qH T M3z*, (5.43)
2=H 'f-H 'K+ (5.44)
y reemplanzando (5.43) y (5.44) en la segunda ecuacion de (5.42) tenemos
(rG+qK"THTMH 'K =—qK"H T M2 +qK"TH T MH'T. (5.45)

Es decir, el problema de control 6ptimo se reduce a resolver (5.45).

Observamos aqui que la matriz M es definida positiva por lo tanto la matriz

KTHTMH 'K
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es definida no negativa, como la matriz G también es definida positiva vemos que r» G +
¢ KT H-T M H~! K es una matriz definida positiva. Por lo tanto para resolver la ecuacién

matricial (5.42) podemos utilizar el método del Gradiente Conjugado [18].

5.4.3. Resultados numéricos

Para plantear el problema de control Neumann tomamos el mismo modelo que el mos-

trado en la seccidn 4.1. Las consideraciones aplicadas a dicho modelo son:

= Consideramos una placa fina con diferentes propiedades fisicas, las dimensiones de

la placa son de 7,5 cm de largo, 5 cm de ancho y 1,5mm de grosor.

= La generacion de calor se da en el chip en el centro de la placa, el chip tiene forma
rectangular de 2 cm de largo, 1¢m de ancho y 1,5mm de grosor. El calor generado

por este es de 9,41

= El sistema térmico parte de una temperatura homogénea igual a la del ambiente
T(x,0) = T. Consideramos la temperatura ambiente 7, = 293 K.

= Los materiales que componen el sistema son isétropos.

= La conductividad térmica del cuerpo generador de calor es \; = 1,5-%-, conductividad

térmica de la placa es de A, = 240-2-..

= El producto de la densidad por el calor especifico del cuerpo generador de calor es

picp = 1,67 x 107—=4— y producto de la densidad por el calor especifico de la placa
P m3 K

J

€s pacp2 = 240 x 104m3K.
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= Tomamos como temperatura 6ptima para el controlador 7* = 300K en todos los pun-

tos de la placa.

Para probar el controlador fijamos el valor de ¢ = 1 y resolvemos para los valores de
r=1,r=0,1,r=0,01yr=0,001.
Los resultados de la evolucion de temperatura en el punto central de la placa a través

del tiempo se muestran en la Figura 5.7

Malla cerrada; Controlador
3m T T T T T T

e ———
300 F =— N
299 + R -
E=
=
% 298+ i
g — =01
g 297 em— (e (LT T
s —— =0.001
S 2961 e =
il dptimo
295+ E
294 + -
293 4 1 1 I8 1 1 L
0 & 10 15 20 25 30 b

Tiempo en segundos

Figura 5.7: Resultados para distintos valores de r. Figura de elaboracién propia.

Se puede observar que a medida que el valor de r decrece el controlador busca que la
temperatura llegue a su valor 6ptimo lo mas rapido posible, para el valor de » = 0,001 se
puede observar un pequeno sobre-pico debido a la gran velocidad con que sube la tempe-
ratura. El controlador se muestra eficaz y responde correctamente a los distintos valores de
rYyq.

En la Figura 5.8 mostramos para el valor de » = 0,01 la evolucion temporal de todos los
puntos de la placa. Por otro lado la Figura 5.9 muestra el flujo en las distintas caras de la

placa.
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Figura 5.8: Temperatura en los distintos puntos de la placa. Figura de elaboracion propia.

Figura 5.9: Flujo en las distintas caras de la placa. Figura de elaboracién propia.

Se puede observar como al inicio el flujo es grande y positivo pues el cuerpo se encuen-
tra a una temperatura inferior a la 6ptima 7'(x,0) = 293 K, cuando la temperatura de este
se acerca a la éptima el flujo decrece y llega a ser negativo para disipar calor y mantener al

cuerpo a la temperatura 6ptima de 7* = 300 K.
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5.5. Resultados del control Robin

En la presente seccién se muestran los resultados de implementar el método a un siste-
ma térmico del tipo ensayado en la simulacion, la implementacion ha sido hecha de acuerdo

con el siguiente algoritmo:

Lectura de archivo con coordenadas de los nodos.

Lectura de archivo con nodos de los elementos.

Lectura de archivo de caras exteriores.

Generacidén de las matrices teniendo en cuenta las propiedades fisicas.

Subrutina de Newton-Raphson (presentada en la Ultima seccion del capitulo 3).

Despliege de resultados.

Una vez implementado el control Robin, hemos observado el comportamiento del siste-
ma controlado, y su variacion con la modificacion de los parametros ¢ y r, los cuales nos
dan la relacion de compromiso entre el error y el costo de refrigeracion. La relacion en el
compromiso entre ambas cantidades a ser optimizadas es facil e intuitivamente interpretada

Ccomo se muestra:

~ . s r ;. . . . . s
= Para valores pequenos de la relacion — se da mas importancia a la disminucién del
q

error que al costo de refrigeracion.

.z T . , . . .z
= Para valores grandes de la relacion — importa mas reducir costos de refrigeracion,
q

que acercarse a la temperatura éptima.
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Para evitar problemas numeéricos al trabajar con temperaturas del orden de los 300 K
trasladamos la temperatura a una temperatura cercana a 0. Mostraremos ahora que un
traslado en el sistema de referencia de la temperatura no afecta a la ecuacion.

Tomamos 1" = T — ¢, por lo tanto tenemos T, = Th — ¢ y 1% = T* — ¢. Siendo ¢ una
constante. Veremos entonces, como afecta el traslado a las ecuaciones que gobiernan el

fendmeno de calentamiento.

pcp8<1;:_c) = V- (AV(T+c))+f en Qx [to, 1]
T(z,0) = Ty—c en Q (5.46)
3(2;-6) = —% (<T+c> — (Too —|—c>) en 0Q x [to, tf],

. Oc Oc ., . . SN
Debido a que i 0, Ve =0,y 877 = 0 y también <T+c) — (Too—l—c> =T — Ty,

se puede observar que el traslado de la temperatura en una constante nos da la misma

formulacién. Luego la formulacién (5.46) queda

T 2

pergy = V- (/\VT) +/ en Qxlt,ty]

Fa.0) = T en O (5.47)
oT S
= —h (T — Too) en 9Q x [t, ty],

donde Ty = Ty — c.
A continuacion, citamos las caracteristicas utilizadas en el modelo sometido al ensayo

del control.

= Consideramos una placa fina con dimensiones de 7,5cm de largo, 5¢cm de ancho y

1,5mm de grosor.

= La generacion de calor es uniforme en toda la placa y el calor generado es de 1 W
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= Tomamos las constantes fisicas del problema iguales a 1. La conductividad térmica

de la placa es de A\, = 1%. El producto de la densidad por el calor especifico del

dor d I e
cuerpo generador de calor es picy = 17)137'
= Tomamos T, = 293, T* = 323 y Ty = 293, por lo tanto tomamos ¢ = 323 lo cual nos

daTh = —30,7* =0y Ty = —30
= Elintervalo de tiempo consideradoesto =0y ¢ty = 0,1

Debido a los grandes requerimientos de memoria para la solucion del problema, la dis-
cretizacién temporal y espacial no pueden ser tan finas como en el caso anteriormente
mostrado, de la frontera de Neumann. En particular, para el presente ejemplo adoptamos
una discretizacién de 60 nodos espaciales y 30 divisiones temporales.

T r
Resolvemos el control para los valores de — =1, —
q q q

380

370
360 (

350

340

330

320

310

300

290
0

Figura 5.10: Temperatura para distintos valores de g. Figura de elaboracién propia.

Los resultados muestran que el control responde intuitivamente de acuerdo a lo espe-

rado, modificando principalmente la temperatura en estado estable. Podemos ver como se
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. . ' 7 , T
cita a continuacion la respuesta del controlador, de acuerdo al parametro —
q

T . , ;s . . . s
= Para el valor de — = 1, que equivaldria basicamente a no ponderar la participacidén de
q
cada término en el funcional, tenemos a la temperatura en estado estable cercana a

los 370 K aproximadamente 50 K mas que la temperatura 6ptima deseada.

= Para’l = 0,1 tenemos a la temperatura en estado estable cercana a los 340 K apro-
q

ximadamente 20 K mas que la temperatura 6ptima deseada.

= Para g = 0,01 tenemos a la temperatura en estado estable cercana a los 328 K apro-

ximadamente 5 K mas que la temperatura 6ptima deseada.

= Para _ = 0,001 ya tenemos a la temperatura en estado estable cercana a los 323 K
q

que es nuestra temperatura éptima.

T ', . .
Para el valor de — = 0,001 mostramos también en la Figura 5.11 los valores del coefi-
q
ciente de conveccion h en cada cara a través del tiempo. El grafico presenta la evolucion a

través de los 30 tiempos discretos de las 120 caras de frontera.

Figura 5.11: Coeficiente de conveccién para g. Figura de elaboracion propia.
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Los resultados aqui mostrados fueron obtenidos con el método presentado en el capitulo
3, en donde se explicé la minima variacion con relacion al método de Newton-Raphson
que fue utilizada para resolver el sistema derivado de la imposicion de las condiciones de
optimalidad. Como una manera de visualizar la minimizacion que se lleva a cabo, a medida
que se resuelve el sistema, mostramos los valores que el funcional va adoptando a medida

que el método de va convergiendo para la solucién, en la Figura 5.12.

35

30-

251

20+

151

10F

Figura 5.12: Valor del funcional en las iteraciones de Newton-Raphson. Figura de elabora-

cién propia.

Como se puede observar el funcional empieza en un valor alto y va decreciendo hasta
alcanzar el minimo buscado. Naturalmente los puntos de la trayectoria descendente mos-
trada no necesariamente satisfacen las ecuaciones del problema, es sélo el Ultimo punto
el que lo hace dentro de la tolerancia, pero de todos modos, se muestra claramente que el
decrecimiento del error en el método viene acompanado del esperado decrecimiento en el

valor del funcional.

Mauricio Poletti 91 Carlos Galeano



Universidad Nacional de Asuncion Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrdnica y Electromecanica
SIMULACION 3D DEL TRANSITORIO TERMICO DE CIRCUITOS ELECTRONICOS Y
CONTROL NO LINEAL DE TEMPERATURA POR MEDIO DE METODOS VARIACIONALES

CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

6.1. Conclusiones

El presente trabajo desarrolla un método de simulacién de sistemas térmicos consti-
tuidos por soélidos y que intercambian calor por medio de la conveccion en su frontera. El
trabajo ademas orienta dicho estudio hacia un area de actual interés en la investigacion de
semiconductores.

Se consigue validar las simulaciones con datos experimentales de laboratorio. dicha
simulacion es luego utilizada como base para el desarrollo del método de control numérico,
cuyos resultados muestran un efectivo control de la temperatura y el flujo de calor.

Se ha desarrollado también en el trabajo métodos matriciales que fueron especificamen-
te necesarios para la resolucion del problema de optimizacion, y se detalla en el mismo, el
algebra especial de matrices tridimensionales que se desarrollé e implementd satisfactoria-

mente.

6.2. Futuros desarrollos

Dado que el area de trabajo en que el presente Trabajo Final de Grado esta inmerso
es un area que requiere y continuara requiriendo mucho desarrollo en los afos venideros,

para su aplicacion en semiconductores, e incluso en otras areas, existen muchos desarrollos
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que pueden aprovechar el presente trabajo para enriquecer los estudios del tema. Entre las

posibilidades de desarrollo futuro podemos citar:

Desarrollo de métodos que optimicen el uso de memoria para la realizacion de los
calculos asociados a la resolucion de los sistemas no lineales utilizados en el presente

trabajo.

= Implementacion de computacion paralela para la resoluciéon de este y de otros proble-

mas de optimizacion similares

= Aplicacion del método desarrollado en el presente trabajo a otros problemas de inge-

nieria relativos a la disipacion de calor.

= Imposicién de restricciones de optimalidad asociadas a inecuaciones.

= Adimensionalizacion de las ecuaciones utilizadas y solucién de sensibilidad a datos,

para evitar problemas numéricos.

= Utilizacion de métodos basados en subespacios de Krylov para la resolucion de las

iteraciones de Newton-Raphson.
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ANEXO A

PRESENTACIONES DE DESARROLLOS PARCIALES EN

CONGRESOS, SEMINARIOS Y WORKSHOPS

A lo largo del desarrollo del presente trabajo, los resultados parciales del mismo han
sido presentados en eventos a los cuales hemos sometido el trabajo. En el presente anexo
mostraremos los desarrollos parciales que se han presentado alo largo de la investigacion.

La primera presentacién fue hecha en el “CIGRE 2008” (Congreso Internacional de
Grandes Redes Eléctricas), llevado a cabo en Asuncion, Paraguay; en coincidencia con
el “VIIl SESEP” (Octavo Seminario del Sector Eléctrico de Paraguay). En dicha ocasion se
han presentado los resultados de las simulaciones con condiciones de frontera de Dirichlet,
Neumann y Robin, asi como el control con frontera de Neumann. La modalidad de presen-
tacion del trabajo fue presentacion oral con medios visuales a disposicién y consultas de la
audiencia.

La segunda ocasién en que se presentaron desarrollos parciales fue el “Workshop de
Energia y Medio Ambiente” llevado a cabo en la Universidad Nacional de Asuncién. En esta
ocasion, el trabajo fue presentado en formato de pdster, con respuesta a las consultas del
publico asistente. En dicha ocasién se incluian las explicaciones y resultados relativos a
simulaciones con frontera de Robin, y control con frontera de Neumann.

Una tercera presentacion del trabajo fue llevado a cabo en el “XXXII CNMAC” (trigésimo

segundo Congreso Nacional de Matematica Aplicada y Computacional), realizado por la
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“SBMAC” (Sociedad Brasilera de Matematica Aplicada y Computacional). Dicho congreso
fue llevado a cabo en la ciudad de Cuiba, estado de Matto Grosso, Brasil, en octubre de
2009. La modalidad de presentacién del trabajo en dicha ocasion fue de pdster de iniciacion
cientifica, con consultas del publico asistente y distribucion de handouts con resimenes
del trabajo. Para asistir al mencionado congreso henos recibido la ayuda econémica de la
FIUNA, a la cual representabamos.

Una cuarta presentacion fue llevada a cabo en la “ETyC 2009” (Exposicion Tecnoldgica
y Cientifica), en particular, dentro del “Workshop de Tesis” que formaba parte de dicha
actividad. La defensa fue oral con ayuda de medios visuales. La “ETyC” se llevo a cabo en
la Facultad Politécnica de la Universidad Nacional de Asuncién, como todos los afos.

En las paginas siguientes se pueden encontrar los resimenes y posters que fueron

presentados.
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Resnmen:

En ¢l presente trabajo se presenta el control éptime de la temperatura en un circuite electrénice
sometide a fuentes internas de calor. Las fuentes modelan el calor generado por los
componentes electrénices en la placa. Las ecuaciones constiltivas son obtenidas modelando &l
circuite come una ecuacién diferencial parabélica tridimensional dende los pardmetros del
circuito (calor especifico, densidad ¥ conductividad térmica) son considerados constantes por
partes en el espacio.

Para simular ¢l transitorio térmico (malla abierta), €l dominie espacio-temperal es discretizado.
Tlna tormulacién de elementos finitos standard es utilizada sobre la formulacién variacional
débil de forma a discretizar la ecuacién en el dominie espacial. Para €l dominie temporal es
ugada una formulacion de Euler implicita. Condiciones de frontera de Robin son usadas para
modelar el intercambio de caler por conveccién del aire en ¢l medio, mientras que condiciones
de Neumann modelan el sistema de enfriamiento de la placa. Los resultadeos de la simulacidn
estdn de acuerdo a mediciones de laboraterio encontradas en la literatura.

Fara disefiar €] controlador, las condiciones de Meumann son consideradas come las variables de
control ¥ se define un problema de minimizacién con restricciones donde el funcional de
desempeflo es una funcién cuadrdtica lineal asociada al estade del sistema (femperatura) v la
variable de control. Las condiciones de optimalidad aplicadas a este problema de minimizacion
con restricciones conllevan aun sistema de ecuaciones indefinido de gran porte. Los resultados
muestran que el sistema puede ser adecuadamente contrelade y a priori permiten la elaboracion
de teoria sobre la contrelabilidad térmica de circuitos. El software desarrollade permite ademas
la simulacidn de diferentes configuraciones. Ademds, estin en proceso de implementacion
algoritmes con menor costo computacional para la resolucidn del sistema de ecuaciones de gran
porte. Esto iltime permitird la simulacidn con una mayer precision.
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Figura A.1: Resumen sometido al SESEP.

Mauricio Poletti 96 Carlos Galeano



Universidad Nacional de Asuncion Facultad de Ingenieria
Trabajo Final de Grado Ingenieria Electrdnica y Electromecanica
SIMULACION 3D DEL TRANSITORIO TERMICO DE CIRCUITOS ELECTRONICOS Y
CONTROL NO LINEAL DE TEMPERATURA POR MEDIO DE METODOS VARIACIONALES

Fagre @

Com mé MNacional Paraguayo Uni&n da Ingeniaros dea ANCE

Vil SEMINARIO DEL SECTOR ELECTRICO PARAG UAYD - CIGRE
29,30y 31 da O ctubre da 2008

TRANSITORIO TERMICO EN CIRCUITOS ELECTRONICOS:
SIMULACION ¥ CONTROL
Carlos A. Galeano, Mauricio J. Poletti, Horacie Feliciangeli
FIUNA-TUNA, Campus Universitarie, San Lorenze, Paragnay.
Christian E. Schaerer
Puolitécnica, UNA, Campus Universitario, San Lorenzo
P.0 Box: 2111 SL, Paragnay. Email: cschaer@ pol una.py
RESUMEN

Este trabajo presenta la simulacién y el centrel éptime de la temperatura en un cirenito
electrdnico sometide a fuentes internas de calor que modelan los componentes electrénicos en
la placa. Las ecuaciones constitutivas son obtenidas modelando el cirenito come una ecuacidn
diferencial parabélica tridimensional dende los pardmetros del cireuite (caler especifico,
densidad y conductividad térmica) son considerados constantes por partes en el espacio. El
controlador &s diseflado definiendo un problema de contrel dptimo con restricciones. Los
resultados muméricos se corresponden con los resultados de laboratorico obtenidos en la
lLiteratura.

PALABRAS CLAVES
Transiteric térmice, ecuacién diferencial parabélica, elementos finites, contrel dptime
L INTRODUCCION

La compactacion en la construccién de equipes electrénicos modernos hace que la disipacion
de potencia afecte el correcto desempefio de los circuitos, degrade el semiconductor y en la
mayoria de los casos produzca fallas por motivos térmicos [3], es decir, el equipo se quema.
Por elle, el estudie del compertamiento térmice en circuitos electrénices ha adquiride
sustancial importancia, y en especial, en los que necesitan gran disipacidn de energia como
los de electrdnica de potencia [3.4.5,6]. Esto ocasiona un grave perjuicio especialmente a las
economias menores que s¢ ven oblizgadas a desechar equipos por fallas térmicas previsibles.
En ¢l caso del Paragnay, €l problema se agrava cuande se considera su meteorclogia v
posicién gengrafica.
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Para simular el transitorie témmico {malla abicrta), en la Seccién 3, el dominio sspacio-
temporal es discretizado. Una formulacion de elementos finitos standard es utilizada sobre la
formulacion variacional deébil de forma a discretizar la ecoacidn en ¢l dominio espacial. Para
€l dominio temporal es nsada una formnlacién de Eunler implicita. Condiciones de frontera de
Robin son usadas para modelar gl intercambio de calor por conveccidén del aire con el medio,
mientras que condiciones de Neumann modelan el sistema de enfriamiento de la placa. Los
resultados de la simnlacion {Seccidn 5) sstan en concordancia con medicionss de laboratorio
enconiradas en la literatura.

En la Scccion 4, para disefiar e controlador, se define un problema de minimizacién con
restricciones donde el fincional de desempefio es 1na funcion coadritica lingal asociada al
ostado del sistema {temperatura) y la variable de control {condiciones de frontera de
Neumanny, Las condicionss de optimalidad conllevan a un sistema de ecuacionss lingarles
indefinido de gran porte. Los resultados muestran que el sistema puede sar adecnadaments
controlado y a priori permiten la elaboracién de teoria sobre la controlabilidad t&rmica de
circnitos {Seccion 4). El sofiware desarrollado permite la simulacion de  diferentes
configuracionss de los crcuitos.

2. PROBILEMA MODELO

Sea [Iu,th un intervale de tiempo; £} c R* un dominie poligonal; y z{t, x) la temperatura en
cada punto {t,x) € {tn,tf)xﬂ . Bl moddlo de intercambio de calor en solidos basado en la loy

de conduccion de Fourier ¥ en el balance de energia para un slemenio de volumen unitario s

[4]:

e e s 0

donde la funcion f {t,x) representa la fuente de calor del circnito, £, es & calor especifico, p

os la densidad ¥ A es la conductividad termica. De forma a simplificar &l modelo,
consideramos €l cicuito comoe un coerpe policdrico, despreciaremos los efecios de la
radiacion y consideramos &l circuito constitnido sélo por dos matariales isdiropos.

En ¢l presente trabajo tomaremos dos posibles condicionss de froniera dependiendo de si el
sistema se encuentra en malla abierta o cerrada. FPara el andlisis del transitorio t&rmico en

malla abierta, la condicidén de froniera de la ecnacidn {1} s dada por la signiente condicidn de
Robin:
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ad . x)=hlzlt.x) z.] en (to,tf]x Q) (2

Para ¢l sistema en malla cerrada, consideramos que la varlable de control es el flujo de calor
en la superficie de la placa. De esta forma, la condicién de frontera para la ecuacién (1) en
mallacerrada es dada per la signiente condicion de Neumann:

0 zlt, x}=ult.x} sobre (_to,tf.) x (2 (3

Las condiciones iniciales al tiempe ¢ ¢, es z{t,xz) z,(x) paratode zc 2.
3. DISCRETIZACION ESPACIO-TEMPORAL Y FORMULACION VARIA CIONAL
Sea el espacio de las funciones Z=H'({}), sea z{t.x)e Lz(to,t}.,Z) ¥

%& Lz(to,t!.,Z') tal que Z' representa el dual de z [7]. Para discretizar la ecuacién (1),
{0

escogemos una particién cuasi-uniforme a’h(fl) del dominio £} y escogemos un espacio
Z, _Z de elementos finitos F, conforme para aproximar z(f,z). Ademds, empleamos un
espacio U, — U de elementos finitos B para aproximar u(t, x). MNote que las propiedades
fisicas pueden ser discontinuas en cada elemente £, de esta forma como el dominio
0 UL, | entonces la fermulacién débil de la ecuacién (1) cuande son considerades des
materiales (& =2 toma la forma:

Yo, Y dijq.mdx =% A
Pl # 7 la, dt A ! K :

P oy
; EJ 2 [V, Vods|
ek —Le, ’-::.t A

=y

~

@
ar fox

. '3

L E

S

LIE: A

+)j [ 4 5‘.-_;I Z.ZJ'T?J-;ﬁ')dx‘-{-
¥ A

el L Flw
donde [, es la frontera de una regidn (conjunto de £, ) con propledades fisicas constantes.
Utilizande el método de Galerkin, la ecuacidn (4) con las condiciones de contorno para malla

abierta, conlleva a un sistema de ecuaciones lineales gque puede ser representado
matricialmente de la forma sigulente:
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e
_‘ME_[A | Dz | T,Bh1 b 5

|_ Z(t) =2z,.

donde I : ka'}_i fg,de ¥y By= Ir;_; dr. En este trabajo consideramos AeR™ como un

Ta -

vector constante. BEn la ecuacidn (3), ze=R® y E=W® son vectores que representan las
variables de estado y las fuentes de calor en el interior del circuite, respectivamente. Las
matrices son obtenidas usande el método de Galerkin. Es importante notar que las matrices 3
¥ A son simétricas positivas definidas (matriz de masa y rigidez) [1]. La matriz B s la matriz
deentrada y no es de puesto completo.

En el caso de malla cerrada (contrel per flujo en la frontera), tomamos las condiciones de
Meumann come las variables de control, asi la ecuacién (4) tomala sigulente forma:
| d
|22 azimyep

®)
| 0=z

donde v= M™ esla variable de control (condicitn de frontera de IMeumann) .

Para la discretizacion temporal usamos una malla de (I ~1) puntes internos. Asi ¢l pase de
tiempo queda 7 =(¢, ¢ )/ y asumimes gue el controlader discreto v es constante en cada

intervalo de tiempo. Usando un esquema de Euler implicito retroactivo, la representacion
matricial de la ecuacién (3) es escrita como:

(M o i=Mz i thy TBha, {7
y equivalentemente la ecuacion (6):

{0 talmi=Mz ith, By . (8)
En este caso los vectores Z;, w; y b; representan las variables de estado, control y €l termine

fuente, respectivamente, en ¢l i-esime intervalo de tiempo. Congiderande un ordenamiento
léxico-grafice la ecuacitn (10) tendra la forma:

Ez | Nv=f, (3
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donde z:(z? z?]r ¥ \r:(ﬂ ETT_ Las matrices E y N, y el vector f se definen
en forma andloga.

4. CONTROL OPTIMO

Definimos una temperatura objetivo (funcién objetivo) para el cirenito z° y un funcional de
desempefio como sigue [7]:

g - i . 7
Hzwam)= o -roloke - ok+roel Ruok 0

L

donde ReM™* es simétrica positiva definida y @ =™ "es simétrica positiva semi-definida.
El pardmetro # permite ajustar la velocidad de respuesta de la solucidn El controlador es
escogide de forma a forzar la solucién de la ecuacién (9), de manera que minimice el
funcional de desempefio (10) ¥ se comporte de la forma especificada por la funcién objetive

z - Asi, el problema de contro]l éptimo para la ecuacién (6) consiste en encontrar un
controlader #(¢) que minimice el funcional {10, es decir:

Hzopw)= mn I(Ze.). (1

donde la restriccisn (z(#),1(#)) R consiste en ] conjunto de los (z(#),2(f)) que satisfacen la
ecuacitn (6). En forma andloga ala discretizacion de la ecuacion (8), que fue establecida en la
seccidn anterior, discretizamos en el tiempo el funcional (10). Asi, el problema de control
(11) es transformado en un problema de minimizacidn algebraico comeo sigue:

( minJ

! (12)

|sujeto aEz +Nu £

donde ez J = {z—z']TM(z—z']+ ru” Gu {para mas detalles vea [7]). Para transformar el

problema de minimizacién con restricciones (12) en un problema de minimizacidn irrestricta,
usamos multiplicaderes de Lagrange y aplicamos las condiciones de optimalidad obteniendo
¢l siguiente sistema linear de gran perte:
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‘M Eizy Mz
G N 0 . (13
\E N* P . £

Pararesolver ¢l sistema (13) usamos un método directo. Ctros métodos mds eficientes pueden
ser implementados, vea por ejemple [7] y las referencias en €] incluidas.

5. RESULTADOS NUMERICOS

Consideramos una placa circuital de 7.5» 5% 0.15 ean . La conductividad térmica del cuerpo
generador de calor 4, 15W/mK, conductividad térmica de la placa 4, 240W/mkEK, &l

coeficlente de conveccidn para las caras superior e inferior A=17,8 W/ m°K , Producto de la
densidad por el calor especifico del cuerpo generador de calor e, 167 A0 FimE oy
producte de la densidad por el calor especifice de la placa p,c,, 240z10%7/m’K_El

calor disipado del cuerpo generader es 54 W La placa tiene en su centro una fuente
generadora de calor rectangular de 2x1<0.075ct. En [4], esta fuente fue simulada
agregando auna zona dela frontera un flujo de calor por medio de condiciones de MNeumann.

S :
G uT xza 29 ra 7l Fz

Figura 1: Malla abierta a los 400 segundos de simulacidn
Caso 1. Para reproducir los resultades presentados en [4] consideramos en los bordes de la
placa condiciones de frontera adiabaticas. La direccién con mayer gradiente es debide a la
prozimidad fisica de la frontera a la fuente (Figura 1). En la Figura 2, se presenta una

comparacidn entre el resultade obtenido en laboratorio (extrafde de [4]) y el resultade
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obtenido con la simulacién Puede notarse que con las simplificaciones, los resultades
numéricos obtenides estdn en concordancia con log resultados obtenidos en laboratorio. De
esta forma, se observa que el modelo captura eficientemente la fisica del problema.

Valla asierz medizior de aserziora - sl asan

0

ol

il [ 1490 ] o I I

o 2
Tistigs 2= 2l

Figura 2: Malla ablerta. Perfil de temperatura en el centro de la placa. Las marcas representan
mediciones de laboratorio extraidas de [4]. Lalinea contimia muestra el resultado de la
simulacién.

“dalz -Fmada Zoriwlaan

— |
F—— Il
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Figura 3: Malla cerrada. Temperatura en €l centro de la placapara diferentes valores de ».
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Caso 2. En lafigura 3, se presenta el resultado obtenido aplicando el controlador para llegar a
una temperatura prefijada de 300 K. INote que en la medida que los valores de » disminuyen
desde 1 a 0.001, la velocidad de respuesta del controlador es mawor y su tiempo de
establecimiento es menor.

6. OBSERVACIONES FINALES

Los resultados numéricos muestran que la formulacién de elementos finitos vy las
simplificaciones realizadas permiten capturar el fendmeno de calentamiento v enfriamiente de
la placa El control éptimo de frontera permite controlar la temperatura en la placa cuando se
considera un modelo tridimensional La discretizacidn alf af once tiene la deficlencia de
generar un sistema de ecuaciones de gran porte. Este problema es relevante en tres
dimensiones, especialmente 21 se desea alta precisidn en los resultados, otras técnicas menos
costosas estdn en estdio.
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STMMARY

We consider the optimal cooling of controlled under certain conditions and
electronic  circuits subject to internal present a good agreement when compared
beating  sources.  The  constitutive with Future

equations are obtained by modeling the
cireuits as a three-dimensional parabelic
partial  differential  equation.  The
parameters of the cirenits (specific heat,
density and conductivity) are considered
discontinuous over the space domain.
Neumann boundary conditions (control
variable) are used to model the
electromechanical cooler system.

To simulate the transient period, the
standard finite element method and the
backoward BEuler method are used for the
spatial and temporal discretization,
respectively. Thiz results in a large
algebraic linear system (state equations)
parameterized by the control variable
where the unknown is the cireuit board
temperature.

For designing a controller, a constrained
minimization problem is associated to the
state and control variables, where the
restrictions are given by the state
equations. Thiz constrained minimization
problem yields a large algebraic indefinite
saddle point system in the state, control
and dual variables. The Shur complement
with respect to the control variable of this
large linear system gives a symmetric
positive definite linear system solved by a
Conjugate Grad lent method.

The mumerical results show that the
temperature in the circuit can be

experimental  data
implementations invelve Robin boundary
conditions.
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Model Problem

Let .t denote a time ‘|nterva'| Tet Q be a
polygonal domain and let 1 denote the
temperature at each 01nt (z,t) of the Domain
D=9 [to.t;l. The model of heat exchange in solids
based on the Fourier law of conduction and
energy balance for a unitary volume can be
expressed as

(A VT) +f [@))

subject to
T (2,0)=T) @
G on INQ X [torts] (3)

i
oaT h
o= x T~T=) on 9pQ X [to,ts] (4

where function f is the heat source, p is the
density, ¢, is the specific heat at constant
pressure, A is the thermal conductivity, and h
is the convection constant. A1l these properties
mentioned are considered constant by part in
space and time, depend‘lng on the material. Also,
T. is the environment’s temperature.

Model Simplifications

The effects of heat radiation are neglected,
materials are considered to be isotropic, and
the interface between different layers is
modeled as having perfect contact.

The variational .
Constitutive Equations

Let Z denote the e Z=H'(Q) and let
T € L* (to. ty, Z) and ((7 € L2(to, 17, 2"), then the weak

formulation of (3) is given by

ar 5
[nraSt=[avovns [nr.
Q o Ja Q

To discretize the equation (1), we choose an
uniform tr1angu1at1unﬂh(ﬂ)o the domain © and
employ P1 conforming finite element space
Zn CZ For T(.t). Once the boundary condition
on equation (4) is considered for all the
boundary, the following linear system is
obtained:

)

Ba=Aa+Bia+b+Tx b h (6)

where B and PB; are mass matrices, A is the
stiffness matrix, b represents the discrete heat
source on the right hand side and b, represents the
convection on the same side, is the vector of
convection constants, and « is defined by:

T~ ¥ 0 m; %)
where 7; are the test functions used in the
Galerkin method. Similarly,

or
e TiZidi m;, @®)

Time Discretization

Using a Backward Euler time discretization

equation (6) becomes:

[B—dt A—dt By (h)] @ns1 —dt Too by h=dt [0+ B (an)
(€]

which in turn can be solved for all times

simultaneously. Then, coup1wng all the ndiscrete
times of equation (7) the following system 1is

obtained: . .
E&+Nh=f

In this case, since A is given, we solve
equation (10)using LU factorization.

(10)

Simulation Results

Simulation results were compared to
laboratory data found in [2].

Fig. 1 shows the numerical simulation
(continuous) results and laboratory data
(dots, from [2])

Fig.1

Fig. 2 shows the thermal evolution of each
point in the space domain. A tridimensional
picture of the evolution of the boundary
surface is shown in figures 3-5.

Fig.3

Fig.4

shows
temperature
field in three Tevels.

Figure 7 the

rescaled

Fig.7

Control Design

In order to control the temperature, the
boundary condition shown on equation (3) is set
for all of the boundary, the weak formulation
of which derives in the following Tinear
system:

Ba=-Aa+b+Cq an
which in turn after using the backward Euler
time discretization becomes:

(B+dt A) ayy1—dt Cq=dtb + B (ay)
a2
and coupling all discrete times an equation
system similar to (10) is obtained,
E&a+Nj=f a3
A__target temperature field is defined, as
well as the following performdfice functional:

1
+5quGq (14)

where B and G are positive defined, r and s
are scalars that vary in order to adjust the
controller.

Functional on (14) is minimized restricted to

equation (13) using Lagrange multipliers. This
yields to:
B 0 BT @ B-a*
0 G N |-|q|= 0 s
E N 0 2 f

this large linear system is reduced by
using the Schur complement for ¢ ,i.e.

i=-G'N" BT {B [o* - B (f- N )]}

(16)

therefore, the problem can be solved using
the conjugated gradient method for
equation (16), iterating in g.

control Results

Numerical experiments show that the
system can be effectively controlled
through the heat flow through its
boundary.

Figures 8-13 show the performance of the
controller for different values of the
scalars parameters r and s.

Fig.8 F19.9

Fig.10| Fig.1]1]

Fig.12| Fig.13]

'
pet

Future Developments

A boundary controller for Robin boundary
conditions are currently being considered.

Since equation (15) is a large symmetric
but indefinite linear system, a
preconditioner must be developed.
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ABSTRACT

We consider the optimsl cooling of an electronic circuit plate, which i=s subject to nternal
heating sources. The constitutive equations are cbtained by modeling the circuit as a parabolic
partial differential equation. The properties of the materials (specific heat, density and con-
ductivity), are constant by part over the space domain. Rebin boundary cenditions (contrel
variable) are used to model the convective electromechanical cocler system.

To simmulate the transient period, the standard finite element method, and the backward
Euler method are used for the spatisl and temporal discretizations, respectively. This results in
a large linear system (state equations) parameterized by the comtrol variable where the unknown
iz the temperature of the circult plate.

To design a contrcller, we define a constramed minimization problem where a linearized
quadratic cost functien is assoclated to the state and contrel varlables, and the restrictions are
given by the state equations. This constramed minimization problem yields o large nonlinear
system of equations in the state, control and dusal variables. This nenlinear equation is solved
using sn iterative method with relaxation for the control variable,

Comparisens between mumerical results and experimental data found in the literature show
that the temperature in the circuit can be contrelled effectively with high precisicemn.

Keywords: Parabolic PDE, Robin Boundary Condifion, Opiimal Contra
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State Equation

Let [/ denote a time interval, et O
polygonal domain and let T denote the
temperature at each point (u.t) of the Domain
D=9z to.tyl, The model of heat exchange in solids
based on the Fourier Taw of conduction and
energy balance for a unitary volume can be
expressed as

be a

P =V (A VI)+§ (€5}
subject to
T (a0)= @
'?—l:—ﬁ‘(l‘—lx)on O x [to.ty] (3
A

where function [ is the heat source, p is the
density, ¢, is the specific heat at constant
pressure, A is the thermal conductivity, and h
is the convection constant. All these propert1es
mentioned are considered constant by part

space and time. .. is the environment’s
temperature, and i is the control variable.

varijational Formulation

Let Z = H'(Q), T € L* (ty, t;, Z) and “,)FcL (tosty, Z")s

then the weak formulation of (3) is given by:

o1 .
mewE:AmVQVU+ wf

(C5)

To discretize the equation (1), we choose an
uniform triangulation oy, (2)of the domain § and
employ a iRl conforming finite element space

Z. C. 0k 1.(-.t). Once the boundary condition on
equation (3) is considered for all the bnundary,
the following system is obtained:

Ba=—Aa—Bh) a+b+Tx b h, (€))
where a is defined by:
T~ 0 )
and n; are linear hat functions. similarly,
ar
o @

Time Discretization

Using the Backward Euler method on equation (7).,
equation (5) becomes:

[B+dt-A+dt-Bi(h)]-trir. .. @)
cadt-

Coupling all
obtain:

Toooby-h=dl-b+B-oy -
n discrete times of equation (8), we

E(h)a+ N i = f- @

Numerical Results

Optimal Control
A cost functional is defined as follows:

:1(6-0')7-U-(ﬁ—u*)+5-iﬂ'-(;-i, 10)
where ¢ and1 are weights that deﬁne the
behavior of the controller and M and G are
internal product matrixes, a” is the optimal
discrete temperature fiel

The functional on equation (10) yields the
following Lagrangian:

an
which in order to satisfy the first order KKT

conditions has to verify the following non-
Tinear system

L=J+(p,E-a+N-h—f)

Oa—arL=M-(@a—a*) +ET .p=0 12)
o oe(h) "
BL=G h+p" X ——~ xa+N'-p=0 (13)
o
as

BL=E-a+N-h—f=0

) (ix) ) . )

——~ 7 ds a tridimentional
ah

arra¥ and represents a special product

involving this type of array (see details in

The derivative

The system is solved using a Newton-Rapson
based routine.

Figure 1. Thermal evolution of the central
point as the values of q/r vary.

Figure 2. optimal values of h.

Figure 3. Thermal evolution of all nodes.

Figure 4. Temperature on the outer surface
at steady state
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ABSTRACT. Wa consider the optimal cooling of an elsctronic drouit plate subject
to internal heating sources. The constitutive equations are obtained by modsling the
circuit as a parabolic partial differential equation with discontinuous cosfficient=s. Hobin
boundary conditions are used to modsl the conwective cooler svetemn. The disoetization
of the model is performed using a standard finits slement method and the baclmward Eular
method resulting in a large linear syetem which i= parametsrized by the cormtrol varable.
To determine the control variable, an optimal control problem - OCF - i= dsfined whers
the cost funckion associates the temperaturs in systern and control variables and the re
stricticns are given by the state equatiom=. Thiz OCF wields a large nonlinsar system
of equations, which iz solved using a Mewton method. Mumerical results show that the
temperaturs in the circuit can be cortrolled effactively

1. Introduction

Let [fg,fy] denote a bime intervel, let £ be a polygonsl domain and leb 7' denote the
temperature st each point (x,#) of the Domain D = Q x [fy,#7]. The model of heak
exchange in solids bassd on the Fourier law of conduction and energy balance for aunibary
volume can be expressed as:

£ % =T[AVI+ £, (11}

subject ko T'(z,0) = T; and %% = —%(T—Tm) where f is the heat source, p is the
densiby, ¢, is bthe specific heat ab constent pressure, A is the thermoal conduckiviby and
% iz the conwvection constent. All bhese properties mentioned are considered constant by
port in space and kime. 1., is the temperature of the environment, and & is the control
wvariahle.

Tb obtain the varisbionsl formulation, let Z = H'(Q), T € L2 (f5,%;, Z) and %% €
L2 (#g,t7, "), then the weak formmlation of 1.1 is

LmPCP%:.Lmv[AvTH—.me (12}

To discretize equation 1.2, we choose an uniform brisngnlakion oy, (£3) of the domain &
and employ a P1 conforming finite element space Z C Z for T'(-,#). Oncs the boundary
condition on equakion (1.1) is considered for all the boundary, the following system is
obtained:

Ba=—Aa—By (k) atb+Tmbh, (1.3)

!ngenierin. Fmmils: groatlozalgmail.com, mauripolatti®iess.org, hfalic@sce. me.una.py
%Politéonica. Email: czchasr@pol. una. py
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2. Optimal Control and Numerical Results

A eost functional is doefined as follows:

i % fe—a™ " M G-+ E AT Gk (25

where ¢ and = ave weighta that define the behedor of the controller and 3 and 3 are
mternal produet tnairioes, sod b = Uie oplimal disaete letupecalure leld, " Tle lunetionel
om eriation 2.0 yickls the fallowing Legrangian:

Lo—d = i a— Nh -, 2.6
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The devivalive = i o iridimensional array,
L'he devivalive 25 il al ure;

sarel o represenly a specivl prodoet iovolving
this trpe of array (see derails in 73 ) The system s solved nsing o Newron-Reaphson hasod
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ANEXO B

GLOSARIO

Anexamos un pequefo glosario de términos técnicos y matematicos utilizados en el
presente Trabajo Final de Grado, de manera a facilitar su lectura, principalmente al lector no
muy familiarizado con el tema.

Las explicaciones que se presentan aqui no necesariamente coinciden con las definicio-
nes formales de los términos que son aclarados, pues en el interés de facilitar la lectura del
trabajo y agregar claridad, ain a un costo en términos de rigurosidad; nos hemos centrado

en explicar las acepciones que son usadas en el trabajo.
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Términos

= Convergencia: Cercania aceptable a una solucién exacta buscada. En ciertos casos,
la cercania puede ser medida no por el error, sino por el residuo, asumiendo cierta

continuidad en el operador utilizado.

= Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT): Condiciones necesarias de optimalidad
irrestricta de un funcional, corresponden a la generalizacion de la condicion de la

nulidad de la primera derivada en un minimo en una funcion convexa derivable.

= Derivada en el sentido de Gateaux: Generalizacion funcional del concepto usual de
derivadas, que consiste en derivar una funcion que depende de otra funcién, con
relacion a esta Ultima. Las funciones con respecto a las cuales se deriva pueden ser

vectores, es decir, f : I,, — R, siendo I,, un conjunto de indices.

= Espacio vectorial de funciones: Conjunto de funciones que es cerrado para la suma,

y el producto por nimeros reales.

= Formulacién variacional: Formulacion integral de problemas, que pueden ser original-

mente problemas diferenciales.

= Funcional: Transformacion o funcién que tiene por dominio a un espacio de funciones
y por codominio a los numeros reales. Las funciones del dominio pueden ser vectores,

es decir, f : I, — R, siendo I,, un conjunto de indices.

= Jacobiano: Generalizacién del concepto de gradiente, que corresponde a una matriz

gue contiene a las derivadas parciales de una funcion vectorial. Es utilizado en el
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método de Newton-Raphson, para calcular un punto mas préximo de la solucién que

el actual.

= |Lagrangiano: Funcional definido a partir de un funcional inicial y sus restricciones,
de manera a transformar una minimizacion restricta a una minimizacion irrestricta.
La utilizacion de un lagrangiano permite, por medio del uso de los multiplicadores de

Lagrange, la imposicion de las condicones necesarias de optimalidad KKT.

= Método de Euler implicito: Método de aproximacion de la derivada por medio del co-

ciente incremental, evaluado en funcién del valor desconocido.

= Método de Galerkin: Método para resolucién de problemas variacionales que permite
proyectar las soluciones sobre un espacio de dimension finita, por medio de productos

internos con las funciones base del espacio.

= Método de los elementos finitos: Método de discretizacion de un dominio espacial
en elementos volumétricos en cantidad finita, frecuentemente utilizado para resolver

problemas variacionales.

= Método de Newton-Raphson: Método para la solucién de sistemas de ecuaciones
no lineales, que utiliza las derivadas parciales de las ecuaciones con respecto a las

incognitas para generar aproximaciones sucesivas de la solucion.

= Producto interno: Operacion que toma dos vectores de un espacio vectorial, y les
asocia un numero real. La operacion es bilineal, simétrica, y definida positiva. Un
espacio vectorial en el que se puede definir un producto interno es llamado un espacio

vectorial de Hilbert.
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